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Introducere 


Fiecare ştiinţă e numai atâta ştiinţă câtă matematică conţine. 
Immanuel Kant 


Cea mai înaltă voluptate a oamenilor este perceperea, sub 
infinita varietate a lucrurilor, a unor raporturi matematice simple. 
Prefăcută în senzaţii, ea este artă; prefăcută în concepte, ea este 
ştiinţă. 

Pius Servien 


Să ne gândim bine şi de repetate ori asupra unui proiect, 
înainte de a-l pune în execuţie, şi chiar după ce am examinat totul 
în mod cât se poate de temeinic, să mai rezervăm ceva şi 
insuficienţei oricărei cunoaşteri omeneşti, din cauza căreia tot mai 
pot exista împrejurări imposibil de scrutat sau de prevăzut şi care 
pot face ca întregul calcul să iasă greşit. 

Arthur Schopenhauer 
In cadrul acestui capitol introductiv vom prezenta o caracteristică generală a 
disciplinei, o scurtă trecere în revistă a problemelor cercetate şi a metodologiei 
de rezolvare a lor. Vom prezenta şi o scurtă remarcă despre structura cursului 


de cercetare operaţională şi despre carte. 


Obiectul de studiu şi caracteristicile de bază 
E imposibilă descrierea exhaustivă prin definiţie a unei discipline ştiinţifice, 
inclusiv a celei numite generic Cercetare Operaţională (CO). Totuşi 
caracteristicile de bază pot fi intuite: 


1. „CO se identifică cu aplicarea metodelor ştiinţifice (gândirii 
ştiinţifice) în luarea deciziilor”; 


2. „CO — tehnica de analiză a unei probleme administrative, 
comerciale, industriale, logice prin metoda matematică”; 


3. „CO — utilizarea metodelor cantitative la luarea deciziilor în 
management, guvernare, industrie şi apărare”; 


4. „CO constă în reprezentarea sistemelor din lumea reală prin 
modele matematice, îmbinată cu utilizarea metodelor (algoritmilor) 
de rezolvare a acestor modele în vederea optimizării şi 
implementării rezultatelor”; 


5. „CO reprezintă aplicarea metodelor ştiinţifice, de către o echipă 
interdisciplinară, la studiul problemelor legate de conducerea 


sistemelor organizate (om-maşină), cu scopul obținerii unor soluţii 
care să servească cât mai bine interesele organizaţiei în ansamblu”; 


6. „CO este un atac al ştiinţei moderne asupra problemelor complexe 
legate de conducerea şi managementul sistemelor funcţionale 
(operaţionale) mari din industrie, business, guvernare şi apărare, 
care includ oameni, maşini, resurse materiale, timp şi bani. Modul 
distinctiv de abordare a problemelor constă în dezvoltarea unui 
model ştiinţific al (teorii ştiinţifice a) sistemului, model care 
încorporează factorii prin intermediul cărora se pot prezice şi 
compara rezultatele deciziilor, strategiilor sau  controlurilor 
alternative. Scopul atacului — de a susţine cadrele manageriale în 
determinarea politicilor şi acţiunilor lor”. 


În limba de origine — engleză, sunt folosite mai multe denumiri pentru 

această disciplină ştiinţifică, printre care: 

e “Operational Research” (Europa şi Marea Britanie); 

e “Operations Research” (SUA); 

e “Operations Research and Management Science”; 

e “Management Science”; 

e “Industrial Engineering”; 

e “Decision Science”; 

e “Systems Analysis”, 


dar prevalează primele două. In română predomină denumirea Cercetare 
Operaţională (Cercetări Operaţionale). 


CO e o disciplină relativ tânără. A luat naştere la sfârşitul anilor '30 ai secolului 
al XX-lea în Marea Britanie prin concursul al două grupuri de cercetare a sistemelor de 
radiolocaţie utilizate la depistarea şi urmărirea avioanelor de atac solitare ale duşmanului (în 
localitatea Bawdsey) şi la însoţirea şi dirijarea avioanelor de vânătoare (în Biggin Hill). 
Elaborarea unor sisteme eficiente a necesitat conlucrarea atât a cercetătorilor, a serviciului 
tehnic şi cel ingineresc, cât şi a forţelor armate. Ca rezultat, lucrările s-au concentrat asupra 
eficienţei operaţiilor, latura tehnică fiind la momentul respectiv mult mai avansată. Astfel, în 
1938, după terminarea exerciţiilor militare, A.P.Rowe anunţă că sistemele radar de detectare a 
avioanelor duşmanului sunt satisfăcătoare din perspectiva tehnică, dar nu şi din cea 
operaţională. El a şi propus iniţierea unui program de cercetare a aspectelor operaţionale, în 
opoziţie cu cele tehnice. Termenul „Cercetare Operaţională” a fost acceptat pentru descrierea 
acestei preocupări. Prima echipă de CO a fost selectată (chiar în ziua prezentării raportului de 
către A.P.Rowe) din cadrul grupului de cercetare a sistemelor radar. În vara anului 1939 
Marea Britanie a efectuat exerciţii militare extinse. Contribuțiile grupului de CO la 


desfăşurarea eficientă a exerciţiilor au fost atât de evidente încât statutul lui a crescut 
considerabil şi ulterior, în decursul războiului, au fost create numeroase grupuri de CO atât în 
Marea Britanie, cât şi în SUA şi Canada. Cercetările grupurilor s-au concentrat asupra 
numeroaselor probleme care apar la efectuarea operaţiilor militare. Conform unor aprecieri, 
apărarea cu succes şi victoria Marii Britanii în război ar fi fost imposibile fără contribuţia 
grupurilor de CO. 

După război majoritatea savanților (nu mai puţin de 700 numai în Marea Britanie) 
care au activat în echipele de CO au revenit la activităţile paşnice. Despre nivelul lor 
intelectual ne spune faptul că cel puţin patru dintre ei (numai în Marea Britanie) au devenit 
ulterior laureați ai Premiului Nobel. În anii postbelici CO s-a dezvoltat în mod diferit în 
Marea Britanie şi în SUA. În SUA CO s-a concentrat iniţial în universităţi, ceea ce a 
determinat antrenarea în CO a cadrelor tinere şi creşterea esenţială a numărului de specialişti 
în CO. Dar şi în Marea Britanie şi în SUA a continuat dezvoltarea CO atât prin aplicarea în 
activităţile paşnice a experienţei acumulate în timpul războiului, cât şi prin efectuarea de noi 
cercetări, ceea ce a condus la apariţia a numeroase ramuri ştiinţifice. CO a început să se 
dezvolte şi în alte ţări ale lumii. 

Actualmente există numeroase societăți naţionale şi internaţionale de CO. Se 
editează reviste de specialitate de mare prestigiu cum sunt, spre exemplu: 


1. “European Journal of Operational Research” (se editează din 1977); 
2. “Operations Research” (se editează din 1952); 

3. “Management Science” (se editează din 1954); 

4. “Mathematical Programming” (se editează din 1971); 

5. “Networks” (se editează din 1971); 

6. “Discrete Mathematics” (se editează din 1971); 

7. “Interfaces” (se editează din 1971); 

8. “Decision Sciences” (se editează din 1970). 


Revista de pionierat în acest domeniu — “Operational Research Quarterly”, a fost editată în 
Anglia în perioada anilor 1950 — 1977. In prezent nu se editează. 


Prin origine, CO este o disciplină cu caracter pronunţat aplicativ, dar 
prin caracteristicile actuale CO este o disciplină atât teoretică fundamentală, 
cât şi aplicativă. În CO se intersectează mai multe domenii de cercetare 
ştiinţifică, dar obiectul de studiu este distinct şi include o serie de probleme 
teoretice importante. 

Din perspectiva matematică CO este o colecție de teorii, modele şi 
metode de cercetare (teoria optimizării, teoria jocurilor, teoria deciziilor, 
teoria grafelor, teoria firelor de aşteptare, teoria reţelelor, matematica discretă 
etc.). Din perspectiva aplicaţiilor poate fi considerată un instrument de 
rezolvare în echipă a diferitelor probleme legate de funcționarea sistemelor 
complexe în care activează omul. 

Tradițional, CO se descrie din perspectiva decidenţilor (a persoanelor 
care iau decizii): 


v deciziile trebuie luate; 


Yo abordare ştiinţifică a problemelor decizionale conduce la 
decizii superioare celor luate fără tratare ştiinţifică. 


În sens larg, prin CO vom înţelege cercetarea ştiinţifică a unei probleme reale 
(operaţii) din viaţa economică, socială, militară, în care factorul uman are rol 
decisiv. Problema reală se rezolvă prin crearea unui model (probleme 
matematice, teorii) şi cercetarea lui. Soluția modelului (a problemei 
matematice) se propune ca soluţie a problemei reale. 

Practic, cercetarea operaţională se efectuează fie de un analist — 
specialist în CO, bine calificat şi cu experienţă în domeniul real, fie de un 
grup de cercetare operaţională — colectiv format din specialişti din mai multe 
domenii ce ţin de variatele aspecte ale problemei reale. Cercetarea se 
desfăşoară, de regulă, în etape: 


1. Identificarea problemei reale (operaţiei) 


e Delimitarea problemei (operației) şi, posibil, a 
subproblemelor de rezolvat; 


e Stabilirea criteriilor, obiectivelor (scopurilor), restricțiilor 
(condiţiilor), parametrilor şi cerinţelor. 


2. Formularea problemei reale ca model matematic 
(formularea problemei matematice, construirea modelului 
matematic al operației) 


Dacă problema reală poate fi modelată în câteva moduri, de 
ales modelul adecvat care conduce la succesul cercetării 
operaționale. De verificat solvabilitatea (algoritmică a) 
modelului, ca funcție de datele inițiale, care trebuie să poată 
fi colectate, estimate, să nu fie de volum prea mare etc. 


3. Validarea modelului (validarea algoritmică) 


e Executarea algoritmului de rezolvare a modelului (la 
calculator) pentru a verifica dacă datele inițiale şi codul 
programului nu au erori; 


e Verificarea programului şi a rezultatelor pe nişte modele de 
testare pentru care sunt cunoscute atât intrările, cât şi 


ieşirile (verificarea dacă programul este adecvat 
modelului). 


4. Rezolvarea modelului (problemei matematice) 


5. Implementarea 


Implementarea rezultatelor cercetărilor, a algoritmului de 
soluționare ca instrument de operare etc. 


Evident, pentru asigurarea succesului, analistul sau grupul care 
realizează cercetarea operațională conlucrează activ în cadrul fiecărei etape cu 
persoana care ia decizii. Mai mult, se presupune că de la fiecare etapă se poate 
reveni la oricare dintre etapele precedente, repetând, daca e nevoie, de câteva 
ori anumite consecutivități de etape. 


Denumirea americană “Operations Research?” („cercetarea operațiilor”, 
«uccnedoeanue onepauuii»), presupune implicit folosirea, definirea şi delimitarea clară a 
noțiunii de operație. În română cuvântul are mai multe sensuri, dar în cadrul CO el semnifică, 
în primul rând, „activitatea efectuată de unul sau mai mulți oameni cu o anumită calificare în 
vederea atingerii unui anumit scop” (DEX). Activitatea reprezintă o totalitate de acțiuni 
orientate spre atingerea scopului (obiectivului). Persoanele interesate în atingerea scopului 
formează partea operandă ce include, de regulă, grupul de cercetare operațională şi persoana 
care ia decizii. Aşadar, în cadrul CO noţiunile de operație şi parte operandă se concretizează: 


prin operaţie se înţelege o acţiune desfăşurată într-un anumit mediu şi controlată de 
către partea operandă în vederea atingerii unui anumit scop; 


prin parte operandă se înţelege o totalitate de persoane, dispozitive şi automate ce include, de 
regulă, grupul de cercetare operaţională şi persoana care ia decizii, interesate în realizarea 
unui anumit scop. 

Partea operandă dispune de resurse. Prin modul de utilizare şi consum ale resurselor 
partea operandă influenţează asupra operaţiei sau chiar o controlează. Modurile de utilizare şi 
consum ale resurselor, dar şi modurile de desfăşurare a operaţiei formează strategiile părţii 
operande. Se consideră optime strategiile care realizează scopul în modul cel mai eficient. 

Rezultatul operaţiei depinde nu numai de datele constante şi de factorii pe care îi 
controlează partea operandă (factorii controlabili), dar şi de factorii necontrolabili, care nu 
depind de activitatea părţii operande, ci sunt determinaţi de mediul (anturajul, ambianța) în 
care se desfăşoară operaţia. Exemple sugestive de factori necontrolabili ni le oferă condiţiile 
meteo în agricultură. 


Problema cercetării operaţionale constă în alegerea strategiei optime. 


De această problemă se ocupă analistul sau grupul de cercetare operaţională 
(cercetătorul operaţiei) care aparţin părții operande. Grupul de cercetare operaţională 
cercetează (studiază, examinează) operaţia construind, de regulă, modelul ei matematic 
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(problema matematică) şi elaborează recomandări (propune strategii) persoanelor care iau 
decizii, în baza soluţiilor modelului matematic (problemei matematice). 

Putem evidenția câteva operaţii şi modele de reper. Spre exemplu, în cadru general 
operaţia conţine date constante, factori controlabili şi necontrolabili, ceea ce înseamnă că 
modelul matematic va conţine cu necesitate şi elemente de teoria jocurilor şi a luării 
deciziilor. Dacă în operaţie lipsesc factorii necontrolabili sau influenţa lor este 
nesemnificativă, dar există criteriul sau criteriile de eficienţă — măsură a gradului de atingere a 
scopului, atunci modelul matematic al operaţiei va fi normativ şi va reprezenta o problemă de 
optimizare mono sau multicriterială. Dacă lipsesc atât factorii necontrolabili, cât şi criteriile 
de eficienţă, atunci modelul matematic va fi descriptiv (de imitație sau de simulare). 

Evident, fiecare model de operaţie este cu necesitate descriptiv, adică descrie în 
măsură mai mare sau mai mică operaţia, dar partea normativă (de apreciere a eficienţei), 
precum şi cea constructivă, pot şi să lipsească. De aici şi modul divers de utilizare a 
rezultatelor cercetării operaţionale. 

La cercetarea unor operaţii noi şi complexe în grupul de cercetare operaţională se 
includ cu necesitate diverşi specialişti ce ţin de variatele aspecte ale operaţiei: matematicieni, 
economişti, tehnicieni, chimişti, psihologi etc., astfel ca cercetarea operaţiei să fie adecvată şi 
să genereze soluţii decizionale eficiente. Desigur, în cazuri bine studiate şi pe larg elucidate în 
literatura de specialitate e suficientă activitatea unui analist experimentat. În concluzie, 
rezultatul cercetării operaţionale este o sinteză a profesionalismului analiştilor (savanților), a 
intuiţiei şi experienţei specialiştilor în domeniul concret şi a profesionalismului şi talentului 
persoanei care ia decizii. Prin urmare, CO este ştiinţă, dar şi o artă de a lua decizii eficiente. 


Probleme de luare a deciziilor 


Deşi pare paradox — orice ştiinţă este subordonată ideii de 
aproximare. 
Bertrand Russel 


A prevedea înseamnă a dirija. 

Blaise Pascal 
Chiar dacă în realitate luarea deciziei reprezintă, în general, un proces 
complex, în continuare prin „luarea deciziei” („adoptarea deciziei”) vom 
înţelege un act conştient, care se produce o singură dată, momentan, şi care 
constă în alegerea unei variante dintr-o mulţime dată de variante posibile 
(admisibile). Această abstracţie este justificată nu numai prin faptul că există 
probleme reale de acest tip, dar şi prin faptul că procesele generale de luare a 
deciziilor pot fi privite şi ca o consecutivitate sau o mulțime de asemenea 
alegeri. 

Fie X mulțimea de variante (strategii, moduri de acţiune, planuri, 
programe). Pentru a alege o variantă mai bună sau pentru a exclude, cel puţin, 
unele variante ca inacceptabile, decidenrul (persoana care ia decizii) trebuie 
să poată compara variantele cel puţin două câte două conform preferințelor 


sale, adică e necesar să fie definită relația de preferință a decidentului pe 
mulțimea de variante X. 

În majoritatea problemelor practice variantele nu se compară 
nemijlocit — se compară consecinţele, rezultatele adoptării lor. Fie Z 
mulțimea de rezultate corespunzătoare mulțimii de variante X, iar „>” fie 


relația de preferinţă. Notaţia z, > Zz, semnifică că „rezultatul z, este nu mai 
puţin preferabil decât z,, adică este sau mai preferabil, sau echivalent 


» 
CU 23”. 


Astfel, problema decizională apare sub forma: pentru X, Z, >, date 
să se găsească variantele cele mai preferabile. 
Pentru a le găsi se cere, în primul rând, să se cunoască dependenţa 


(corespondenţa) dintre variante şi rezultate, care poate fi diferită. Se deosebesc 
două tipuri principale de dependențe: 


e rezultatul depinde numai de varianta aleasă — în acest caz problema se 
numește deterministă; 


e rezultatul depinde şi de alţi factori pe care decidentul nu-i controlează 
— se spune atunci că decizia se ia în condiţii de nedeterminare. 


In problemele deterministe se pot deosebi următoarele două situaţii 
decizionale, ale căror modele reprezintă fie o problemă de optimizare 
monocriterială, fie o problemă de optimizare multicriterială: 


1. Fiecărei variante xeX îi corespunde un singur rezultat bine 
determinat şi acest rezultat poate fi exprimat numeric, adică avem o 
aplicație f:X-—ZchR. Acesta este cazul cel mai simplu — funcția 


numerică f (x) reprezintă criteriul de evaluare a variantelor. 
Decidentul poate uşor stabili care valori ale funcţiei f(x) sunt 


preferabile pentru el — cele mai mari sau cele mai mici. Dacă, spre 
exemplu, pentru el sunt preferabile valorile cele mai mari, atunci 
problemei de luare a deciziei îi corespunde o problemă de maximizare: 


f (x) —> max, xeX. 


2. Decidentul apreciază rezultatul unic al adoptării variantei x€X după 
mai mulți indicatori numerici, adică există m funcții numerice 


f :X—>ZcR, i=l,m, numite criterii parțiale, şi varianta x se 
evaluează prin vectorul z de valori ale acestor criterii 


z=t(x)=(6. (x), f(x), -> fa(x)) 


(rezultatul se identifică cu acest z ce-l reprezintă). Dacă referitor la 
fiecare criteriu parţial decidentul poate spune care valori ale lui (mai 
mari sau mai mici) sunt preferabile, indiferent de faptul care ar fi 
valorile fixe ale celorlalte criterii parțiale, atunci criteriile se numesc 
independente. În asemenea caz, schimbând eventual semnele unor 
criterii parţiale, se poate considera că pentru toate criteriile parţiale 
sunt preferabile valorile mai mari. Formal, problema de luare a 
deciziei poate fi scrisă astfel: 


f (x) — max, xeEX, 


unde f(x)=(£,(x), f (x), - fa (x)) este o funcție-vector definită 


pe X. Această problemă se numeşte problemă de maximizare 
(optimizare) multicriterială (vectorială, cu m criterii) şi este doar 
notația faptului că pentru a alege o variantă decidentul va ține cont de 
toate m criterii parțiale (fiecare criteriu reflectând un aspect, o 
proprietate a variantei, o consecință a adoptării ei) şi că pentru fiecare 
criteriu parțial sunt de dorit valori mai mari. 

Problema de optimizare multicriterială nu are, în general, 
soluție în sensul obişnuit, adică definită ca element x* e X pentru care 
f(x*)2f(x), YxeX, întrucât cazul când toate m funcții 


f (x), i =1,m, îşi ating pe X valoarea cea mai mare în unul şi acelaşi 


punct este cu totul excepțional (ideal). În general, criteriile parțiale au 
puncte de maximum diferite, iar cerințele decidentului față de variante 
(preferințele lui parțiale) pot fi contradictorii, fapt tipic pentru 
problemele practice. 

De exemplu, o companie care comercializează curent electric 
prin liniile de distribuție este interesată să micşoreze costul lucrărilor 
de reparație pe care ea le prestează uzual pentru consumatori şi, 
totodată, ea este cointeresată să micşoreze timpul de aşteptare al 
clientului în coada pentru reparație. Se caută un mod de organizare şi 
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funcționare a serviciului de reparații pentru care ambele criterii, 
evident — contradictorii, ar avea valori cât mai mici. 

Deci problema de optimizare (de luare a deciziei) cu mai multe 
criterii necesită metode speciale de cercetare. În unele probleme 
practice se consideră că preferința integrală a decidentului este un 
careva agregat, o sinteză a preferințelor lui parțiale, pe care el, posibil, 
nu o poate formula, dar intuitiv, din experienţă, ar simţi-o ca o anumită 
utilitate, eficacitate a variantelor. În general însă, problema de luare a 
deciziei în cadrul multicriterial este problema determinării unui 
compromis acceptabil pentru  decident. Alegând o variantă 
concretă x e X, decidentul merge la un compromis — el se pronunţă 


pentru anumite valori ale unor criterii parţiale cedând în valoarea 
altora. Dar, evident, o variantă x dominată (pentru care există X € X 


„mai bun” decât x, adică f, (X) 2f, (x), i=1,m, şi cel puţin pentru un 
indice i, se verifică f, (X)>f, (x)) nu va fi acceptată de decident. 


Decidentul, în definitiv, va alege o variantă din mulțimea celor 
nedominate (mulțimea Pareto). Intrebarea aici este cum şi în ce formă 
se va realiza alegerea potrivită. 


În problemele nedeterministe factorii necontrolabili impun o analiză 
specifică. Să notăm prin y factorii pe care decidentul nu-i poate controla. 


Aceşti factori sau sunt aleşi de altcineva (sunt decizii ale altor persoane cu 
interese proprii diferite de cele ale decidentului), sau depind de natură (de 
conjunctura pieţei etc.). 

Fie că rezultatul adoptării variantei x se apreciază printr-un singur 
indicator numeric z, dar valoarea lui va depinde şi de factorul y, 


adică z =f (x,y), unde f (x,y) este o funcție numerică definită pe X pentru 
fiecare y fixat. 

Situația decizională se caracterizează prin informația pe care o deține 
decidentul referitor la factorii necontrolabili. 

Dacă decidentul cunoaşte numai mulțimea Y de valori posibile ale 
factorilor necontrolabili y, ei se numesc nedeterminați şi se spune că decizia 
se ia în condiții de incertitudine. O asemenea situație are loc când factorii 
necontrolabili sunt aleşi de alte persoane sau reprezintă fenomene naturale 


puțin studiate. Acțiunile unui adversar sau manifestările naturii nu pot fi 
prevăzute în detaliu şi decidentul poate doar să estimeze nivelul unor limite 
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(raționale, realizabile fizic) pentru valorile factorilor necontrolabili — poate 
cunoaşte doar mulțimea Y. 

În condiţie de incertitudine decidentul prudent va opta pentru o 
variantă (strategie) ce-i garantează un rezultat cât mai bun în situația cea mai 
nefavorabilă — va prefera varianta x* care este soluţie a problemei: 

min £ (x,y )—> max, xeX. (1) 
yeY 
În asemenea caz se spune că decizia se ia conform principiului rezultatului 
garantat, iar varianta x* aleasă (soluţia problemei (1)) se numeşte variantă 
(strategie) maximin. 

Desigur, o decizie maximin în probleme practice poate conduce, spre 
exemplu, la crearea unor rezerve prea mari — pentru situaţia cea mai rea, dar 
ea nu trebuie neglijată, întrucât consecinţele pot fi triste. Se poate doar 
menţiona aici că formarea mulţimii Y necesită multă atenţie, analiză 
minuțioasă şi că în Y vor fi incluse doar valori pe care factorii necontrolabili 
le pot avea real. 

Dacă factorii necontrolabili sunt aleatorii şi decidentul cunoaşte 
mulțimea Y de valori posibile ale mărimii aleatorii y şi legea ei de repartiție, 
atunci se spune că decizia se ia în condiţii de risc. 

Într-adevăr, acum rezultatul z = f (x.y) este o mărime aleatorie. Dacă 


alegerea variantei se produce de multe ori în aceleaşi condiții şi pe decident îl 
interesează rezultatul mediu M| f (x.y)] al deciziilor sale, atunci este firesc 


ca varianta x* preferată de el să fie soluția problemei: 
M| f (x,y) | max, xeX, (2) 


şi problema de luare a deciziei se reduce la rezolvarea problemei deterministe 
monocriteriale de maximizare (2). Dacă însă decizia se ia (se aplică) o singură 
dată, rezultatul obținut cu x* pentru o realizare concretă a factorilor 
aleatorii y poate să difere mult de cel mediu şi riscul că anume aşa se va 


întâmpla este caracterizat prin dispersia p| f (x.y)]. În asemenea caz 


problema de luare a deciziei poate fi tratată ca o problemă bicriterială: se caută 
varianta xeX pentru care media M| f (x, y)] ia valori cât mai mari, iar 


dispersia (riscul) D| f (x, ia valori cât mai mici. În aplicații, pentru a lua 
P y p p 
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decizii în condiţie de risc se foloseşte şi un criteriu unic — sinteză a acestor 
două, numit „media minus dispersia”: 


M[£ (xy) |-kD|f(x.y)] — max, xeX, 


unde k > 0 este o constantă ce descrie predilecția decidentului pentru risc — cu 
cât k este mai mare, cu atât decidentul este mai prudent. 

În general însă, când decizia se ia o singură dată, se consideră că orice 
valoare ye Y a factorilor aleatorii se poate realiza şi cunoaşterea legilor lor 


probabilistice nu foloseşte la nimic. Decidentul prudent, pentru a adopta 
decizia o singură dată, va folosi şi în condiții de risc principiul rezultatului 
garantat (cu mulțimea de valori Y), adică va alege varianta (strategia) 
maximin, rezolvând (1). 

Într-o problemă nedeterministă de luare a deciziei pot exista atât 
factori necontrolabili aleatorii (condiţie de risc), cât şi nedeterminaţi 
(incertitudine), iar rezultatul adoptării variantei x e X poate fi apreciat prin 
mai mulți indicatori numerici (prin mai multe criterii), adică situația 
decizională poate fi complexă, îmbinând cazurile menţionate separat mai sus. 


Despre structura cursului şi despre carte 


Nici un tânăr nu trebuie să se îngrijoreze de rezultatele 
studiilor obţinute, oricare ar fi orientarea lor. Dacă în fiecare oră a 
zilei de lucru va munci cu sârguință — să nu stea la îndoială 
referitor la rezultatul final. Poate spera cu certitudine că într-o bună 
dimineaţă se va trezi unul dintre cei mai competenţi oameni ai 
generaţiei sale, oricare ar fi domeniul de cunoaştere ales de el. 

Aproape în toate domeniile un interes arzător către obiect vă 
va salva. Dacă tindeţi suficient de tare către rezultat, neapărat îl 
veţi obţine. Dacă doriţi să deveniți bogat — veţi deveni, dacă doriţi 
să deveniți savant — veţi deveni, dacă doriţi să deveniți bun — veţi 
deveni. Trebuie numai să doriţi realmente acest lucru şi numai 
acesta, şi să nu tindeţi în acelaşi timp către sute de alte lucruri 
incompatibile. 

William James, psiholog, profesor, Universitatea Harvard 


La aplicarea cărţii în calitate de manual trebuie să se ţină cont de faptul că ea 
abordează doar câteva dintre domeniile recente ale CO, fiind, în fond, o 
introducere în această vastă disciplină. Cuprinsul şi structura cărţii reflectă 
tradiția predării CO la facultate. Astfel, primul capitol abordează nu întregul 
domeniu al programării matematice, cum se procedează în cursurile de CO 
din alte instituţii de învățământ, ci doar un subcompartiment al programării 
liniare, deoarece programarea matematică este predată în cadrul cursului de 
metode de optimizare cu cel puţin un semestru înaintea cursului de CO şi, prin 
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urmare, lecţiile de CO pot să înceapă prin dezvoltarea temelor deja însuşite. 
Evident, structura cursului de CO la o altă instituţie poate să se deosebească 
de cea prezentată aici. Totuşi, în cazul când cursurile de optimizare 
matematică, sub diversele denumiri posibile: metode de optimizare, 
programare matematică, calcul variaţional şi control optimal etc., nu sunt 
ținute la instituţia dumneavoastră, a cititorului, e recomandabil să se înceapă 
cursul de CO cu studierea programării matematice. În rest, recomandăm să se 
studieze capitolele 2 — 5 în ordinea expusă. Gestiunea stocurilor poate fi 
predată şi înaintea capitolelor 1 — 5. Optimizarea multicriterială şi teoria 
jocurilor pot fi studiate în ordinea prezentată, dar numaidecât după cursul de 
optimizare matematică. Teoria deciziilor, inclusă în teoria jocurilor ca un 
compartiment de încheiere a întregului curs de CO, poate fi predată cu 
anumite simplificări şi în partea introductivă a cursului de CO. 

Pentru însuşirea eficientă a materiei expuse sunt necesare cunoştinţe 
prealabile de analiză matematică, algebră liniară, probabilitate şi statistică, 
metode de optimizare, la un nivel acceptat tradiţional la specialităţile 
matematică aplicată şi informatică. 

Referindu-ne la notații, ţinem doar să subliniem că matricele şi 
mulțimile sunt notate cu litere majuscule aldine, vectorii sunt notaţi prin litere 
minuscule aldine. În general, pentru matrice, mulţimi, vectori se folosesc 
indici superiori. Componentele lor se scriu cu litere obişnuite, folosind, când e 
necesar, indici inferiori. În rest, sunt folosite notații tradiționale, acceptate în 
cadrul cursurilor enumerate. 

Sperăm că epigrafele vor da răspunsuri concise şi clare (în modul 
caracteristic aforismelor şi maximelor) la întrebările care pot apărea în 
legătură cu diversele aspecte (mai mult aplicative) ale materiei expuse. 

În lista bibliografică au fost incluse lucrările folosite, dar şi cele 
recomandate cititorului. O listă lărgită a lucrărilor originale poate fi extrasă 
din cele prezentate. 

Eforturile noastre, ale autorilor, s-au împărţit în mod egal la crearea 
cărții şi sperăm că ea va fi de un real folos celor interesaţi de cercetarea 
operaţională. Ne asumăm toată responsabilitatea pentru posibilele lacune, 
iminente, după părerea noastră, într-o primă ediţie. Vom fi recunoscători celor 
care ne vor comunica observaţii constructive ce ar putea conduce la 
îmbunătăţirea cărții. 
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Capitolul 1 Analiza modelelor de optimizare liniară 


Cu cât ştiinţa se extinde mai departe, cu atât apar mai multe 
probleme. 
Goethe 


Cu cât sfera noastră de activitate şi de atingere este mai 
strâmtă, cu atât suntem mai fericiţi, cu cât este mai largă, cu atât 
suntem mai expuşi la nelinişte şi la supărări. Căci cu întinderea ei 
se sporesc şi grijile, şi dorinţele, şi temerile. 

Arthur Schopenhauer 


Nimic nu-i mai greu de găsit decât ceva care, în genul său, să 


fie desăvârşit în toate privinţele. 
Cicero 


În problema de optimizare liniară (POL): 
f(x) =< c,x >— max, 


xeX=fxeR": Ax<b, x20}, (1) 


A = . T z s 
în afară de componentele vectorului x = (xats) ce trebuie determinate, 
figurează şi mărimi constante: componentele matricei A|mx n] şi ale 


vectorilor be R" şi ce R”, numite datele problemei. Vom nota setul de date 
prin D=(A,b,c). 

Evident, mulțimea X* de soluţii optime ale problemei (1) şi valoarea 
optimă f* a funcţiei obiectiv în (1) depind de datele problemei, adică: 

X* = X*(D), f*=f*(D). 

Problema (1) poate fi, spre exemplu, modelul matematic al problemei 
reale despre adoptarea planului optim de producere. De regulă, în aplicaţii 
datele problemei sunt cunoscute aproximativ; plus la aceasta, în ele pot 
interveni schimbări pe parcursul realizării planului adoptat. Apare întrebarea: 
cum se va schimba valoarea optimă f* şi mulțimea X* de soluţii optime ale 
problemei (1) la variaţia datelor ? 

Desigur, o analiză matematică a acestei schimbări e posibilă numai în 
anumite presupuneri referitoare la modul de variaţie a datelor. 


1.1 Analiza sensibilităţii valorii optime 
Fie P(D) problema (1) cu datele D. Vom nota creşterea datelor prin 


h = (ôA, ôb, óc) e R™” xR” x R”, 
iar norma ei prin 
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b|| = max (max fl ĉa; ) „max {| 8b, |}, max {l ôc, )). 


Pentru a cerceta sensibilitatea valorii optime f* la variaţia h a datelor trebuie 
mai întâi să stabilim în ce condiţii problema P(D +h) are soluţii. 


Din teoria dualității se ştie că problema P(D) şi duala ei P*(D), adică 
problema: 
oy) =< b,y >— min, 


yeY=fyeR": Ay 2c, y>0), 


au soluţii atunci şi numai atunci când mulțimile lor admisibile X şi Y sunt 
nevide. 

Se poate demonstra că dacă pentru datele fixe D mulțimile admisibile 
ale problemelor P(D) şi P*(D) posedă puncte interioare, atunci aceste 


mulțimi se menţin nevide şi la o creştere mică a datelor. Mai mult, este justă: 


Teorema 1. Dacă există punctele x, y astfel încât Ax <b, x >0, şi 
Ay >c, y>0, atunci pentru orice date D=D+h dintr-o vecinătate a 
datelor D=(A,b,c) problema P(D) are soluţie, iar funcţia t*=t*(D), 


definită în această vecinătate, este continuă în D. 


În acest caz, se mai spune că problema este stabilă după funcțională 
pentru datele D. Condiţia teoremei 1 este echivalentă cu următoarea: 
mulțimile de soluţii optime X*(D) şi Y*(D) ale problemelor P(D) şi P*(D), 
respectiv, sunt nevide şi mărginite. 

Sensibilitatea valorii optime f * = f *(D) la variaţia h a datelor poate fi 
exprimată prin derivata ei pe direcţia h. 


Teorema 2. Dacă problema de optimizare liniară este stabilă după 
funcțională în punctul D, atunci funcţia f*=f*(D) admite derivate pe 


direcţii în D şi derivata ei pe direcţia h = (A, ób, ĉc) este: 


TND) «n i ase CDI Gia) a ec tie (5b - SAx*, y*)+ (8c, x*) |. 


oh a—>+0 O x*eX*(D) y*eY*(D) 
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În anumite condiţii funcţia f * = f* (D) este chiar diferenţiabilă. 


Teorema 3. Dacă pentru datele fixe D problemele P(D) şi P*(D) au 
soluții unice x* şi y*, respectiv, atunci funcția t* = f*(D) este continuu 
diferențiabilă în D, derivatele ei parțiale sunt funcţii continue în raport cu 
datele problemei şi se calculează după formulele: 


of* (D) $ i 
=x, j=l,n, 
Oc; 
of* (D) x : 
= y, , i=l,m, 2 
E Y; (2) 
G 
D e eee a ar 
Ga, A 


Continuitatea derivatelor parțiale 


0f*(D) 0f*(D) , e aia 
PR „ înseamnă că în 
c 


; Ob, 

condiţiile teoremei 3 soluţiile unice x*(D) şi y*(D) sunt funcţii continue în 
D: x*(D+h) >x*(D), y*(D+h) > y*(D), când h —0. În acest caz se mai 
spune că problema este stabilă pentru datele D. 

Ținând cont de faptul că punctele admisibile x* şi y* sunt soluţii în 
P(D) şi P*(D), respectiv, atunci şi numai atunci când ele verifică condiţiile 
de complementaritate la zero pentru inegalităţi: 

(y*, Ax*-b) =0, 


(x*,e-A"y*) =0, 8) 


din teorema 3 pot fi trase următoarele concluzii: 


1. Dacă în problemă variază numai vectorul b, atunci vom avea 


. d, îti A i * 
f*=f*(b), iar din (2) se observă că valorile optime y, ale 
variabilelor duale caracterizează sensibilitatea valorii f*=f*(b) la 
variația părții drepte b în problema de optimizare liniară: 


f* (b + 8b) -f* (b) = (y*,5b)+0(5b])= 5 y.5,.+0(5]). 
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A x cl y . = 
Întrucât y, >0 e posibil (vezi (3)) numai dacă (a,,x*)-b, =0 
(restricția i din P(D) este activă în x*), asupra valorii f*=f*(b) 
influenţează numai variațiile părților drepte din restricţiile active 
în x*. 

2. În cazul când variază numai vectorul c, mulţimea admisibilă în 
problema de optimizare liniară nu se modifică, f * = f*(c), iar din (2) 
se vede că asupra valorii optime influențează numai variațiile a 


x 
celor c; pentru care x, > 0. 
3. Dacă variațiile sunt admise numai pentru elementele matricei A 
_9:(D) iasa 
(f*=f*(A)), atunci = #0 (adică „<”) e posibil numai pentru 
a. 
ij 


x 
indicii ij pentru care x, >0, (a, x*)-b, =0. 


Remarcă. Pentru a verifica îndeplinirea condiţiei teoremei 3 poate fi 
folosit următorul rezultat: dacă soluţia unică a problemei P(D), adică vârful 


unic X* este nedegenerat, atunci şi P*(D) are o singură soluție y*, care este 
şi el vârf unic nedegenerat. 


Să reamintim că punctul admisibil x* este vârf, dacă printre gradienţii 
restricţiilor active în x* există n vectori liniar independenți. Vârful x* se 
numeşte nedegenerat dacă numărul restricţiilor active în x* este exact n. 


Interpretare economică 
Problema P(D) reprezintă modelul matematic al următoarei probleme de 


repartizare eficientă a resurselor limitate. 

Intreprinderea fabrică n tipuri de produse dispunând de m tipuri de 
resurse în cantitățile b,b,....„b,, respectiv. Pentru a fabrica o unitate de 
produs j, j =l,n, se consumă a; unități de resursă i, i =],m. Beneficiul 
unitar de la o unitate de produs j este c,, j =],n. Se cere a stabili ce 


cantitate x; de produs de tipul j, j = l,n, trebuie fabricată, ca beneficiul total 


să fie maxim. 
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Să precizăm sensul economic al concluziilor formulate mai sus, juste 


în ipoteza că soluţia problemei P(D) reprezintă un vârf unic nedegenerat x*: 


|; 


Intrucât f*= (e, x*) 3 (b, y*) = p* are unitatea de măsură bani, iar 
componentele vectorului b au unitățile de măsură ale unor mărimi 
naturale (tone, metri, ore), mărimile y* vor avea unitățile de măsură: 


pe OE A 
„bani/tonă”, „bani/metru”, „bani/oră”, adică y, va fi „preţul” unei 


.. vu. v . x . e . Ş 
unități de resursă i. Dar y, nu este prețul de piață, ci „prețul din 
umbră”, care caracterizează importanța unei unități de resursă i pentru 
întreprindere — influența ei asupra beneficiului. E natural ca „prețul din 


* E aua Š . ; v 
umbră” y, al resursei i să fie egal cu 0, dacă cantitatea existentă de 
această resursă este mai mare decât cea necesară: b, > (a,,x*). Dacă 


întreprinderea dispune de capital suplimentar, ea poate procura 
adăugător resursele ôb = ky*, unde k>0 este un coeficient de 


proporţionalitate. Un asemenea ôb garantează creşterea maximală a 
beneficiului (vezi (4)). 


Asupra valorii f * = f(c) influenţează numai variațiile a celor c, care 
x 
corespund produselor x, fabricate conform planului optim x*. 


Evident, x, =0 înseamnă că conform planului optim x* produsul j 


nu se fabrică deloc. 


Matricea A=[a, |; i = 1,m, j=1l,n, se numeşte matrice tehnologică. 
Conform (2), asupra beneficiului optim f*=f*(A) poate influenţa 
numai variaţia lui a, ce corespunde unui produs care se fabrică, 


NO l . ; 
adică x, >0, şi a unei resurse i care se foloseşte completamente: 
of *(D 
cata 74 ) <0 


Oa, 


(a, x*)—b, =0. Intrucât în asemenea caz e posibil ca 


bà 


conchidem că numai micşorarea lui a, (adoptarea unei tehnologii mai 


econome pentru produsul j) conduce la creşterea beneficiului f*. 
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1.2 Programarea liniară parametrică 


POL se numeşte parametrică dacă datele ei sunt funcţii liniare de unul sau 
mai mulți parametri. Programarea liniară parametrică reprezintă o metodă de 
analiză a modului în care se schimbă soluția POL — parametrice la variaţia 
parametrilor ei. 

Analiza parametrică este simplă în cazul când numai vectorul 
coeficienţilor funcţiei obiectiv depinde de un singur parametru (POL(t)): 


(e(t), x)— max, 
gi <b, (1) 


x >0. 


Aici: e(7) =c"+rel, t e(—œ,+0); e, c eR". 

Mulțimea admisibilă X nu depinde de parametrul t. Pentru fiecare t 
avem o POL care poate avea sau nu soluţie. Dacă X este nevidă şi mărginită, 
atunci POL(t) are soluţie pentru fiecare re (—c0,+%0). În caz contrar, pentru 
anumite intervale de variaţie a parametrului t soluţia problemei POL/(t) poate 
să nu existe. 


1.2.1 Rezolvarea grafică 

Dacă în POL(t) numărul variabilelor n = 2, problema poate fi rezolvată grafic. 
Pentru simplitatea desenelor e comod ca semnul tuturor restricțiilor 

inegalităţi în POL(t) să fie „<”. Să considerăm deci problema parametrică: 


(e +tc!, x ) — max, 


(a',x) <b, i=l,m+2, 


2 2 
ae Bia 
Desenând mulţimea 
admisibilă X, toate 


normalele a la dreptele 
care o mărginesc (gradienții 
funcțiilor din restricții) vor 
fi îndreptate în afara 
mulțimii X. Restricțiile „în 
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plus” vor fi neglijate. 

Fie v!,v?,...,.vi, vârfurile mulţimii X. În analiză e comod să se 
folosească următoarea condiție de optimalitate (grafic evidentă), formulată 
pentru un vector € fixat: vârful v“ este maximul funcţiei (e, x) pe X dacă şi 


numai dacă vectorul c este situat în unghiul a, întins pe normalele a a, 


ale dreptelor ce determină acest vârf. Vârful v* este soluția unică a problemei 
de maximizare numai în cazul când c€ este situat strict în interiorul 
unghiului &,. Dacă ¢ este paralel cu unul dintre gradienţii pe care este întins 


unghiul a,, atunci există o infinitate de soluţii: sau ele constituie un 


1 


segment [v*, v1], adică există un vârf optim v*™ alternativ lui v“, sau 


mulțimea de soluții este nemărginită şi reprezintă o rază ce iese din v“ (caz 
posibil când X este nemărginită). 

Optimalitatea unui vârf depinde numai de direcția vectorului ¢, şi nu 
de lungimea lui. 

Rezumând, se obține următoarea schemă de rezolvare grafică a 
problemei POL(0). 


1. Se desenează mulțimea X abandonându-se restricțiile „în plus”. Se 


= A . . 1 2 
calculează coordonatele vârfurilor ei: v ,v^,..., v4. 


2. În alt desen se 
depun normalele a' 
ale dreptelor ce 
mărginesc X. Dacă 
ai, ai, sunt 
normalele dreptelor 
care determină 
vârful v“, atunci în 


acest desen ele vor 
fi „vecine”, formând un unghi a, <. De asemenea, în acest desen se 


depun vectorii: —e!, c°, cl. 


3. La variaţia parametrului 7 de la -co la +œ direcția vectorului e(t) 
variază — raza-vector e(t) „se roteşte” într-un semiplan deschis (de 


la — c! prin e” spre c'). Direcţiile —c' şi e! reprezintă direcţii-limită 
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şi nu sunt admise pentru e(t). Rotindu-se, raza-vector e(t) trece 
consecutiv prin 
unghiuri formate de 
normale  „vecine”, 


fiind pentru 
anumite valori 7, 
numite critice, 
paralelă cu unele 
normale (vezi 
desenele): 


c(7)= ai (4>0). (2) 
Se calculează (din (2)) toate valorile critice ale parametrului 7: 


DE Dita î 


4. Pentru acei t pentru care e(t) este situat strict în interiorul unui unghi 
format de două normale „vecine” a*, ax, POL(t) are soluţie unică — 


vârful v* determinat de dreptele corespunzătoare acestor normale. 
Pentru valorile critice 7, vor fi concomitent optime două vârfuri: 


v*, vii, vecine” în X. Ca rezultat, se obţine diagrama: 


y! y? y? y‘ 
T T 
l 0 2 t 


Remarcă. Dacă Xz este nemărginită (unul dintre unghiurile 
formate de normalele „vecine” în desenul 2 este > 7 ), atunci pe unul sau pe 
ambele intervale nemărginite deschise, obținute pe axa Ot, poate să nu existe 
valoare optimă finită. Cazul când P(t) are optim infinit pentru 
orice t e (—o0,+c0) nu este exclus. 
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Exemplul 1. Să se rezolve problema de programare liniară parametrică: 


z(7) = (e(7),x)= (1-40), +(6+t)x, > max, 


XS 9, 
=x, + 5x, < 20, 
=x; + w a 2, 
-2% + SL 
X> X > 0, 


pentru t € R =(—%, +0). 


Rezolvare. Construim în primul rând domeniul admisibil X . Remarcăm că are cinci 
vârfuri: A(5;5), B(5/2;9/2), C(1;3), D(0;1), 0(0;0), şi este o mulţime 


nemărginită la dreapta (în direcția axei Ox, ). Restricții „în plus” nu avem. 


Construim al doilea desen, în care reprezentăm vectorii normalelor la dreptele ce 
definesc frontiera mulțimii de soluții admisibile X : a' = (0;1), a? = (-1;5), a = (-1;1), 


a* =(-2;1), a” =(-1;0), af =(0;-1), vectorii ce definesc funcția obiectiv: 


e" = (—1;6), c =(—4;1) şi vectorul —e! = (4;—-1). Pe desen, la fiecăror două normale 
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„vecine”, ce formează un unghi mai mic decât z, le corespunde un vârf al mulţimii — ce 
” ce fe h decât 1 d f al mul X | 
determinat ca intersecţie a dreptelor respective. 

Se observă că unul dintre unghiurile formate de două normale „vecine” este > m% 


1,6 în cate: sa AA ai R p i 
(Zaa =m )-— lui nu-i corespunde nici un vârf din X (aşa este întotdeauna când mulțimea 
admisibilă este nemărginită). 


nemărginită 


Când valoarea parametrului t creşte de la —o la o, vectorul e(t) se va roti în 


semiplanul deschis întins pe vectorii ct, c°, —c'. Confruntând desenele, putem stabili 


corespondenţa dintre unghiuri şi vârfurile optime respective. Astfel, când c (7) se află: 
5. în unghiul Ze'Oa“, semideschis la stânga, punct de maxim este D; 
6. în Za'Oa" — C; 
7. în Za°0a’ — B; 
8. în Za’Oa' — A; 
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9. în unghiul Za'o(-). semideschis la dreapta, căruia nu-i corespunde nici un vârf 
din X, funcţia obiectiv este nemărginită. 

Pentru a stabili valorile parametrului £ pentru care vectorul e(t) se roteşte într-un 
anumit unghi, este suficient să determinăm valorile critice ale parametrului 7 € (co, +0) 
pentru care vectorul e(t) este coliniar, respectiv, cu vectorii: a' =(0;1), a” = (-L5), 
a” = (-1;1), a“ = (—2;1) (vectorii a = (-1;0), a“ = (0;-1), nu aparţin semiplanului 
întins pe cc, —c!, şi de aceea nu se iau în consideraţie). Reamintim că doi vectori 
a = (aa) şi b= (b,b, ) sunt coliniari, dacă există AeR încât a= Ab. În funcție de 


coordonatele vectorilor, ultima relație mai poate fi scrisă şi sub formele: 
a a 


e (7) _ c(0) 


4 
2 


În cazul dat pentru vectorii e(t) şi a' = (—2;1) vom avea 
a 


-l-4t 6+t 11 A 11 | 
= —, de unde r=—. Prin urmare, pentru re| —,+oo | punct de maxim 
-7 1 2 


este D(0;1) cu valoarea maximă a funcției obiectiv z(t) =6+1t (am înlocuit în funcția 


sau 


obiectiv coordonatele punctului D (0; 1) ). 


A ' n3 —-l-4t 6+t 
In mod analogic, pentru c (2) ŞI a = (-1;1) vom avea ===, 
-1 1 


unde żt=5/3. Pentru re [5/3,11/2] punct de maxim este C(1;3) cu valoarea maximă a 


funcţiei obiectiv z(7)=7 + 5r. 


Pe >. -l-4 6+t 1 . 
Pentru e(t) şi a =(-1;5) avem relația = şi t=—. Deci, 
-1 5 19 
pentru t € [1/19;5/3] punct de maxim este B(5/2;9/2) cu valoarea maximă a funcţiei 
49 1l 
obiectiv z(t) =—-—t. 
2.2 


a iu 1 : A a 
In cazul perechii e(t) „a = (0; 1) , e mai comodă relaţia = — 
a 


—1—41 


1 1 1 
sau = —, de unde t =-—. Prin urmare, pe intervalul t € [-++] este punct de 
1 4 4 19 


6+t 


maxim A (5; 5) cu valoarea maximă a funcției obiectiv z (7) = 25 —15. 
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Evident, pe intervalul (—o; —1/ 4] funcţia obiectiv nu este mărginită superior. 
Aşadar: 

e pe (—o; —1/ 4] funcţia obiectiv este nemărginită; 

e pe [-1/4;1/19] punct de maxim este A(5;5); pe [1/19;5/3] punct de maxim 
este B(5/2;9/2); 

e pe [5/3,11/2] punct de maxim este c(i; 3); 

e pe Și 1/2, +0) punct de maxim este D (0; 1). 


1.2.2 Adaptarea algoritmului simplex pentru rezolvarea 
problemei parametrice 


Vom presupune că POL(t) este în forma standard şi rangul matricei A [mxn] 


este egal cu m. 


Teorema 1. Dacă în POL) X+©, atunci poate fi găsită aşa o 
partiție a axei R într-un număr finit de intervale: 


(tb oth -> kath [t+) 


şi o asemenea consecutivitate de baze B,,B,,.„ B, din A, încât în toate 
intervalele indicate, exceptând, poate, intervalele nemărginite, pentru 
orice te[t t], l=0,k+1, soluția de bază x(8) este optimă 


(aici [t> t]=(—0, to] si [t> ta ]= [t +0)). 


Demonstraţie. Pentru o bază admisibilă 8 din A şi pentru arbitrar, 
x(8) are estimaţii care depind liniar de t: 


A(7) 


T 
(ca + tep ) BA -àe + re!) = 
T T 
„(e7 ma-e)e((a ma-e) =at 
unde A” şi A' sunt estimaţiile pentru c’, e! e R”, respectiv. 


Vom demonstra mai întâi că dacă pentru un careva 7*eR valoarea 


funcţiei obiectiv (e(2*), x) este nemărginită pe X, atunci ea este nemărginită 


26 


şi pentru 7 dintr-un anumit interval nemărginit care include 7*. Într-adevăr, 
nemărginirea funcţiei obiectiv se detectează la o anumită iterație a 
algoritmului simplex, când pentru o bază 8 din A şi un anumit 


indice j e (1,2,...,n) estimaţia este strict negativă: A, (r*) = A; +A, <0, iar 
restul elementelor din coloana j a tabelului simplex sunt nepozitive. În 
asemenea caz se va menţine estimaţia negativă A, (t)<0, adică funcția 


obiectiv va fi nemărginită pe intervalul: 


A? 
j z Al f 
-—,+0 |, dacă A, > 0; 
A! Yi 
j 
(—œ, +0), dacă A! = 0; 
(0) 
-%,-—Ż |, dacă A! <0. 
A. f 
J 


Dacă condițiile de nemărginire au loc pentru mai multe coloane, funcția 
obiectiv este nemărginită pe reuniunea tuturor intervalelor de nemărginire. 


Vom presupune că POL(r*) are ca optim soluția admisibilă de 
bază x(B), corespunzătoare bazei B. Conform criteriului de 
optimalitate, x(8) are nenegative toate estimaţiile (în raport cu baza 8): 
A (2%) =A; +A, 20, j= l,n. Aceste inegalităţi se satisfac şi pentru orice 7 
dintr-un interval |, 7 ] ce conţine r*: 


—00, dacă A! <0, j =1,n, 
{= 0 
~ |maxs-— >, în caz contrar, 

jA} >0 A! 

+00, dacă A; 2>0,j= ln, 
pa AO 


——?, în caz contrar. 


Sistemul format din coloanele matricei A are nu mai mult decât C” 


baze, fiecărei baze îi corespunde un singur interval pe axa numerică, iar 
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funcția obiectiv are sau valoare optimă finită, sau infinită. Deci, axa numerică 
poate fi divizată într-un număr finit de intervale, exact aşa cum afirmă 
teorema. 


Vom spune că baza este optimă pentru valoarea dată t, dacă toate 


estimaţiile relative calculate în raport cu baza dată sunt nenegative. Mulțimea 
tuturor valorilor parametrului t pentru care baza este optimă reprezintă un 
interval, numit interval de optimalitate al bazei date. 


Corolarul 1. Intervalul de optimalitate al unei baze coincide cu: 


e (—%,+0), dacă t =-—%, f =+; 
° (—o, T], dacă t =—%0 < f < +0; 
e [iz], dacă —œ < t <T < +0; 
e tst, dacă —œ < t =t < +09; 
= [t +0), dacă —œ < t < T = +0; 
e Ø, dacă t >t. 


Corolarul 2. Mulțimea de valori ale parametrului t, pentru care 
funcția obiectiv este nemărginită, coincide cu unul dintre domeniile: 
(0,40); (=, 1); (t0); (=, fa )U(rto0); O. 
Intervalele de nemărginire ce corespund la două baze distincte se pot 
intersecta, dar ele, în general, nu numaidecât coincid. 


Corolarul 3. Dacă X + ©, atunci la divizarea axei R sunt posibile 
doar următoarele şase situaţii: 


Nr Funcția obiectiv are valoare 
` | nemărginită mărginită nemărginită 
L. (—0, +0) 
2; (—%, +0) 
J: (=œ, t], [fo tl, ees lta t], [t +00) 
4. (—o0, t) [tos t], sry EE tl» [7 +00) 
5. (—00, tol, [fo tl, e.> DE t] (t, +0) 


28 


6. (—o0, to) tih s liat] (t, +0) 


unde k <C” —2. Valorile t), t, ---> t,, se numesc valori critice şi corespund 


valorilor parametrului t pentru care în POL(t) vârful optim nu este unic. 


Teorema 2. Fie [z, T] intervalul de optimalitate al bazei B şi fie 
t-t >0. Dacă pentru t' e(t, T) există o bază admisibilă B' +B, astfel că 
şi x(8') este soluție optimă în POL(t'), atunci intervalul de optimalitate al 
bazei 8' coincide cu intervalul de optimalitate al bazei B, adică 
[e 7]=(e. F] 

Demonstraţie. Fie B, B' (B'2B) două baze admisibile şi fie x(B), 
x(B') soluţii optime în POL(r), re(z, 7)z0. Dacă I=(j, js je 
J S Ja ARE AF J=+J', sunt indicii coloanelor matricei A din care sunt 
constituite bazele B, B',, atunci, conform criteriului de optimalitate: 
A; (r)=0, jeJAJ'=(J\J)U(J'\J). O pivotare în tabelul simplex cu 
pivotul în oricare dintre aceste coloane nu va schimba nici una dintre 


estimațiile relative. Deci, intervalul de optimalitate al oricărei baze astfel 
obținute din B, inclusiv şi al B', va fi determinat de aceleaşi extremități şi va 


coincide cu |£, 7 ]. 


Fără a pierde din generalitate, vom presupune că domeniul de soluţii 
admisibile este nevid şi că parametrul 7 ia valori din intervalul [7,-+c0). 


Situaţia când 1 e(—0,+%0) se reduce uşor la prima cercetând două cazuri: 
t e(—%, 7] şi t e[t, +0), primul caz fiind echivalent cu al doilea grație 
substituției A =-t e|-r, +0). În baza teoremelor 1-2 se construieşte 


următorul algoritm. 


PO. i:=0; 
Se rezolvă POL(7) prin metoda simplex: 


dacă există soluţie optimă, atunci tọ =T şi se trece la pasul P1; 
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dacă funcţia obiectiv e nemărginită, atunci se determină coloana k a 
tabelului simplex pentru care A? +A, <0 şi a, <0, L=1,m, apoi se 
trece la pasul P2. 


P1. Pentru baza B, se determină intervalul de optimalitate 


1 


| è 
—00, dacă A, <0, j =1,n, 
t= AO 
Bi max -— >, în caz contrar, 
jA, >0 A; 
S 1 r Dot 
+00, dacă A; >0,j=l,n, 
T= 0 
A; A i 
in 1——-p, în caz contrar; 
jA}; <0 A; 


dacă t, = +c0, atunci problema e rezolvată; stop; 
0 


dacă tu <+o şi tiu =-—+, atunci se examinează coloana k a 


k 
tabelului simplex şi: 


e dacă a, <0, l=1,m, atunci, conform algoritmului simplex 
şi teoremei l, funcţia obiectiv e nemărginită pe intervalul 
(t+) şi problema e rezolvată; stop; 


e dacă există cel puţin o componentă a, >0, atunci 


variabila x, devine bazică, i:=i+1;, se repetă pasul PL; 


SI 1 . A $ A 5 e mas d A 
P2. Dacă A, <0, atunci funcţia obiectiv e nemărginită pentru orice 


te [7, +0); stop; 


Dacă A, >0, atunci AĻ+tA,<0 are loc pentru t<ft=-— 


(problema nu are soluție optimă finită pe [7,7)) şi: 
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e dacă pentru t are loc A +TA! 20, j=1,n, atunci se 
determină soluţia optimă, se atribuie 1 =1 şi se trece la 
pasul Pl; 

e dacă există AS +TA' <0, atunci în bază se introduce 


variabila x, şi se repetă acest procedeu până când: 


> otri A; +TA,, >0, j=l,n, atribuind t =t şi trecând la 
pasul Pl; 
> ori există k pentru care A^A+ftA, <0 şi 


a, <0, l= l,m, repetând în acest caz pasul P2. 


Remarca 1. Algoritmul construieşte un sistem de intervale: 
[7, î], t hees iira) (i< cn 3). 


Funcţia obiectiv poate fi nemărginită numai pe |z, to) ŞI (t, +0). Pasul P2 
se foloseşte: 
e sau pentru a afla prima bază optimală, 
e sau pentru a afla intervalul de nemărginire |t, 1) ((—e0, (N ea (i 1) 
şi prima bază optimală, 
e sau pentru a determina că pe intervalul [7, +0) funcţia obiectiv este 


nemărginită. 


Remarca 2. La soluţionarea problemei prin algoritmul descris se 


folosesc tabele simplex modificate în care linia estimaţiilor relative e înlocuită 
0 


cu trei linii: A5, A;, E la pasul Pl şi cu două linii Aia AS +7A, la 
j 

pasul P2. La pasul PO nu sunt necesare linii suplimentare. În concluzie, 

procesul de calcul poate fi considerat ca proces de soluționare a problemei 

POL(t) prin algoritmul simplex înzestrat cu o regulă specială de alegere a 

coloanei ce se introduce în bază şi cu un criteriu special de oprire. 


Exemplul 2. Să se rezolve prin algoritmul simplex problema de programare liniară 
parametrică din exemplul 1. 
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Rezolvare. Aducem problema la forma standard: 


z(x, t)=(e(t), x) =(-1-4t)x, +(6+t)x, — max, 


x, +% = 5, 
=x; + oS +x, = 20, 
=i + 5 +i = 2 
dx + x ră = 1, 
x n SX > 0, 


unde reR= (—00, +0). Aici  vectorul-funcţie e(t) este definit prin vectorii 
e = (—1;6;0;0;0;0) şi c = (—4; 1; 0; 0; 0;0). 


Conform algoritmului, la pasul PO atribuim 7 =0 şi considerând doar vectorul c, 
rezolvăm o problemă obişnuită de programare liniară. 


B B a ea 
0o15 510 1 1 0 0 0 
ol% 2211 5 0 1 0 0 
o5] 2 |1 1 0 0 1 0 
0 | % -2 0 0 0 1 
A' 1 6 0 0 0 0 
0] 5 2 0 1 0 0 4 
ol% 1519 0 0 1 0 5 
05] 1 00 0 1 4 
6|%| 1 |2 1 0 0 0 1 
A 6 -11 0 0 0 0 6 
0o15] 2{0 0 1 0 2 1 
0|*|[6|0 0 0 1 9 
pe | 1 J1 0 0 0 1 4 
612] 3]0 10 0 2 4 
A, 177| 0 0 0 0 818 5 
ols m2 o0 0 1 1⁄4 hal 0 
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0|*% [37210 0 0 1⁄4 -9⁄4 1 
=] | % 15|. 0 0 1⁄4 -5⁄4 0 
61%] 9%2|0 1 0 1⁄4 41⁄4 0 
AS |492| 0 0 0 5⁄4 1⁄4 0 
oļ5| 210 0 4 4 1ı 0 
0|*| 6 |0 0 9 2 0 1 
ala] 5 fı 0 5 1 0 0 
612150 1 1 0 0 0 
A5 25/0 0 1 o o0 


Deoarece am obținut soluția optimă x° =(5;5;0;0;2;6), calculăm estimațiile 
relative A; ce corespund vectorului c şi trecem la pasul 1 (tabelul nu va conține linia 


0 1 y A 3 za n 
rapoartelor —A, / A,, deoarece sunt doar două coloane în care estimațiile relative pot fi 


nenule). 

f 4 ı 0 0 0 0 

c |° | s| b |-l 6 0 0 0 

X Xz X3 X4 X; Xe 

ololš]2]lo0 o0 1 1 0 
0olol*]6lo 0 9 2 0 1 

1al s5s ji 0 5 100 

—4 2i leo 1 1 000 

A' 25/0 0 1 1 0 0 

A, -15|0 0 49 4 0 0 


Din acest tabel obţinem că x’ = (5;5;0;0;2;6) este punct de maxim pe 


1 1 
intervalul E L cu valoarea maximă a funcției obiectiv z (7) = 25 — 151. 
4 19 


Vom diviza axa numerică la dreapta acestui interval. Pentru aceasta vom alege drept 
coloană pivot coloana variabilei x, în care s-a calculat valoarea extremității din dreapta a 


intervalului. Efectuând o pivotare, vom obţine următorul tabel (în care pentru simplitate se 
omit anumite celule de care nu mai avem nevoie). 
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X% | 1⁄2 |0 0 1 -1⁄4 1⁄4 0 
Xs | 32 10 o o [wa] -9/4 1 
x | 52 |1 0 0 1⁄4 -5⁄4 0 
X% | 92 |O 10 1⁄4 -1⁄4 0 
AS | 492 |O 0 0 5/4 -1⁄4 0 
A; [11/20 0 0 -3/4 194 0 


591 3 
Acestui tabel îi corespunde soluţia de bază x! = = ;—;— 0; 0;0; =) care este punct 
2 2 2 2 


1 5 9 ll 
de maxim pe intervalul E ; =] cu valoarea maximă a funcţiei obiectiv z (2) = ———1. Se 
2 2 


alege drept coloană pivot — cea a variabilei x,. După pivotare avem următorul tabel. 


%]2 10 0 10 —2 1 
41610 00 1-9 4 
“i1jļji 000 -1 
»]3 10 100 2 -1 
A, |170 0 0 0 11 -5 
4;] 110 00 0 —2 3 
Din tabel obţinem că pe intervalul B este punct de maxim 


x? = (1; 3; 2;6;0;0) cu valoarea maximă a funcției obiectiv z(t) =17 +t. Se alege pivotul în 


coloana variabilei x, şi rezultă tabelul: 


%sj4/|2 01004 
x |15| 9 00105 
ec 0. || ee 00014 
z|ıl2 1000 1 
A16|-11 0000 6 
a l3|2 0000 1 
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$ STON ar ai F a 1 f ns A 
Remarcăm că în linia estimațiilor A, nu mai există elemente negative, ceea ce 


PEREN saa | E ; 
înseamnă că am obținut intervalul nemărginit [re pe care este optim punctul 
2 


x= (0;1;4;15;1;0) cu valoarea maximă a funcției obiectiv z(t) =6+3t. 
Pentru a diviza întreaga axă reală, se revine la tabelul căruia îi corespunde intervalul 
E : a În el pivotul trebuie ales în coloana variabilei x,» Deoarece în coloană nu există 
4 19 
elemente pozitive, pe intervalul | —o;—— | funcția obiectiv este nemărginită. 


Comparând rezultatele obținute prin algoritmul simplex cu cele obținute prin metoda 
grafică (vezi primul exemplu) constatăm că ele sunt identice. Problema este rezolvată. 


Remarca 3. Criteriul de oprire al algoritmului la divizarea axei spre 
dreapta este lipsa estimațiilor A, negative (calculele au loc atâta timp cât 


A PEE 4 PA 1 
mai există estimaţii A. 


; negative), iar la divizarea spre stânga — lipsa 


estimaţiilor A; pozitive (calculele au loc atâta timp cât mai există 


estimaţii A!, pozitive). 


Exemplul 3. Să se rezolve problema de programare liniară parametrică: 
z(x,t) =x +2x, x, +x, +X +r(-x, + X Fr m= +x,)> max, 
XP XXX > le 
2x, — x, — 2X, + x = 2, 
Xis X; > 0, 


pentru t € R. 


Rezolvare. Deoarece problema este în forma standard şi sistemul de ecuaţii conține 
explicit o soluţie admisibilă de bază, construim tabelul simplex pentru £=0 şi determinăm 


soluţia optimă în raport cu estimaţiile relative A. 


0 ki A a NI INI | 


c | X8 lb 
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115]2|2 1 2 0 1 
a J32 2 0 0 0 
> A Ie a E i RR E i 

%13]3 0 2 2 0 
AS ]5|4 2 2 0 


4 ih n 0 4 dA n bk 
Deoarece toate estimațiile relative A, sunt nenegative, calculăm estimaţiile 


relative A! şi apoi trecem la pasul P1 al algoritmului. 


: R -1 1 1 -l 1 
“| | ¥%}s pl 2 -1 1 1 
xX XX A X; 
1i2ļ%ļ1ı|ļ 1 1 1 0 
1 1 | % [3] 3 0 -l 1 1 
Aj 5| 4 02 2 0 
A, 4| 5 0 — 3 0 
-4° /A' -4/5 2.208 
Conform formulelor: 
So; dacă A! <0, j=1,n, 
t= A 
E max [ 2 „în caz contrar, 
j:AL>0 A; 
sa dacă A! 20, j=1,n, 
t= A? 
min 4 — — „în caz contrar, 
j:A} <0 ; 


extremitatea din stânga a intervalului de optimalitate a punctului x° = (0;1;0; 0;3) coincide 


cu maximul rapoartelor din coloanele care conţin estimaţii relative A, pozitive: 
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0 
t = max Sa = max L (RER, E 
Tao] Al 5 3 5 


iar extremitatea din stânga coincide cu minimul rapoartelor din coloanele care conţin estimaţii 
relative negative şi, deoarece e o singură coloană, vom avea 7 =2. Așadar, 


4 

x = (0;1;0; 0;3) este de punct de maximum pe intervalul [-4:2] cu valoarea maximă a 
5 

funcției obiectiv z(t) =5+4t. 


Vom continua divizarea axei la dreapta — pivotul se alege în coloana variabilei x, şi 


se efectuează o pivotare. Obţinem tabelul: 


% Jif 1i 1110 
“s j4 4 1021 
aS [E Bate 2000 
A 56 1040 
"MIN -1⁄3 2 0 


Deoarece toate estimațiile A! sunt nenegative, am obţinut intervalul [2; +0). Prin urmare, 
x = (0;0;1;0;4) este optim pe [2;+0) cu valoarea maximă a funcției obiectiv 


z(t)=3+5t. 


Revenim iarăşi la tabelul: 


si I 1 1 4 1 
| | s |B) 1 2 -1 1 1 
X, XX X, X; 
1|2|%|a1 1 1 1 0 
1111513] 3 0 -a 1 1 
A” 514 0 2 2 0 
A, 45 0—1 3 0 
AVIAS —4/5 2 -23 


şi alegem pivotul în coloana variabilei x,. Prin pivotare vom obține tabelul: 


ba Pa e 
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e T A: A et, 
AEI e a a 
e EN a e, 
AA A5 i pa 


Deoarece toate estimațiile A’ sunt nepozitive, am obținut intervalul nemărginit din stânga 
4 4 Ă SERI nes 
—00;—— | pe care x = (1;0; 0; 0;0) este punct de maxim cu valoarea maximă a funcţiei 
5 
obiectiv z(t) =1]-t. 


Răspuns. Soluția problemei parametrice: 


. - e , x = (1;0;0;0;0), z(t)=1-t; 
5 
4 0 
° = Lil X = (0;1;0;0;3), z(t)=5+4t; 
5 
. [2;+0), x' =(0;0;1;0;4), z(t)=3+5t. 


În problema (1) doar vectorul coeficienţilor funcției obiectiv depinde 
de parametrul t. Evident, pot fi examinate şi alte tipuri de probleme în care, 
spre exemplu, de parametrul £ depind termenii liberi ai sistemului de restricții: 


(€,x) — max, 


B 


x20. 


Duala acestei probleme va fi o problemă de tipul (1). Prin urmare, problema 
poate fi rezolvată aplicând algoritmul descris mai sus la rezolvarea problemei 
duale. Astfel, vor fi aflate doar intervalele de optimalitate şi cele de 
nemărginire în problema duală, cărora, conform teoremei fundamentale a 
dualității, le corespund intervalele de incompatibilitate a sistemului de 
restricții în problema primală. Pentru a determina punctele optime ce 
corespund intervalelor de optimalitate, se vor folosi condițiile de 
complementaritate la zero (teorema ecarturilor complementare). Evident, 
algoritmul simplex poate fi cu uşurinţă adaptat pentru a rezolva direct 
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problema în care doar componentele vectorului termenilor liberi depind de 
parametrul t. 

Problema se complică în cazul când toate datele problemei de 
programare liniară sunt funcţii liniare de un singur parametru. În cazul când 
sunt mai mulți parametri sau dependenţele sunt neliniare analiza şi rezolvarea 
problemei parametrice devin foarte anevoiase, dacă nu imposibile. 
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Capitolul 2 Probleme de optimizare pe grafe 


Deoarece edificiul întregii omeniri e perfect şi e înălțat de 
Preaînţeleptul Creator, în lume nu se întâmplă nimic în ce nu s-ar 
vedea sensul unui maxim sau minim. 

Leonhard Euler 


Spus cu violenţă filozofică sau numai înţeles şi fructificat, 
adevărul cel mare pentru matematicieni este că astăzi categoria 
cantităţii nu mai este regulatorul suprem al matematicilor. Locul i 
l-a luat categoria structurii. 
Gr. C. Moisil 
Deseori e util şi ilustrativ de a prezenta un sistem printr-un desen în care prin 
puncte se reprezintă elementele principale ale sistemului, iar prin linii, ce 
unesc anumite perechi de puncte, se redau legăturile existente între elementele 
respective. 

Asemenea desene (configurații) se numesc grafe (grafuri), punctele — 
vârfuri, liniile — muchii sau arce. 

Reprezentarea prin grafe este obişnuită pentru: rețele de drumuri auto 
(vârfurile — localităţi, liniile — drumuri ce leagă localităţi); reţele electrice şi 
telefonice; grafe de structură a unor organizaţii. 

Astfel, graful constituie o formă specială de reprezentare a unor 
sisteme (fenomene) care reflectă în detaliu legăturile dintre componentele 
sistemului. 

Prima lucrare care abordează 
noţiunea de „graf” datează din 1736 
şi se datorează lui Leonhard Euler 
care a folosit un graf în faimosul său 
raționament despre podurile din 
Königsberg. Acolo erau 2 insule 
legate între ele şi malurile râului 
Pregol prin 7 poduri, precum e 
indicat în Figura 1. | 

Diplomatul francez Raul Figura | 
Pregat, fiind în trecere prin acest 
oraş, formulează problema: să se determine dacă e posibil ca plecând dintr-un 
punct de pe uscat să se treacă o singură dată pe fiecare pod astfel ca în final 
să se revină în punctul iniţial. 
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Euler ilustrează grafic problema prin desenul fin Figura 2 ce reprezintă 
un graf. Vârfuri sunt porțiunile de pe uscat, linii — podurile. El a demonstrat că 
într-un graf există un ciclu care trece o singură dată prin fiecare ram (numit 
ulterior ciclu eulerian), dacă şi numai 
dacă gradul fiecărui vârf este par. Prin 
gradul vârfului se înțelege numărul de 
ramuri ce-l leagă cu alte vârfuri. Pentru 
graful din Figura 2 nu există ciclu 
eulerian. 

Lucrarea lui Euler rămâne 
solitară timp de 111 ani. Interesul față de 
grafe reapare în 1847, când Kirchoff le 
foloseşte la studiul rețelelor electrice, apoi Kelly (în 1857) — la studiul 
structurii moleculelor saharidelor (arbori cu gradul vârfurilor 1 sau 4) şi al 
modelelor cristalelor. În 1850 de Morgan formulează problema celor 4 culori. 
Astfel începe dezvoltarea teoriei grafelor. Prin anii '30 ai secolului al XX-lea 
ea se formează ca disciplină matematică distinctă. Ulterior apar şi numeroase 
aplicaţii ale teoriei grafelor: în comunicaţii, reţele electrice şi de contact, 
biologie (ereditate, epidemii), fizica teoretică (interacţiunea particulelor), în 
luarea deciziilor şi cercetarea operațională, în informatică. 

Vom studia modele ale problemelor reale (modele tipice de operaţii), 
care pot fi formulate ca probleme de extrem pe grafe: 

e problema optimizării reţelei (arborelui minim), 

e problema drumului optim, 

e problema fluxului maximal în reţea, 
şi probleme înrudite cu acestea. De asemenea, vom folosi grafe la studiul 
problemei despre eşalonarea unor activităţi ce se intercondiţionează. 


Figura 2 


2.1 Noţiuni de bază 


Se numeşte graf un ansamblu G format din 2 mulţimi finite 


G={V,E}, V|=n (#V =n), E|= m (4E = m), 


astfel că E=f{e=(i, j) | (i j)eVxV, i+ j}. Elementele mulțimii 
V=(1,2,....n) (v = (iza) ) se numesc vârfuri (noduri). Cele ale 
mulțimii E se numesc muchii. Se spune că muchia e =(i, j) leagă 


vârfurile i şi j, numite extremități (capete) ale muchiei e. Dacă la definirea 
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mulţimii E ordinea extremităților muchiilor este esenţială (e = (i, j ) este un 


cuplu ordonat), atunci muchiile se numesc muchii orientate sau arce. In 
asemenea cazuri vârful i se numeşte originea arcului e =(i, j), iar j — vârful 


final. Se mai spune că arcul e iese din vârful i şi întră în vârful j. 
Pe desen vârfurile se reprezintă, de regulă, 


prin puncte sau cerculeţe, muchia neorientată 


e= (i, j) — prin linie continuă care leagă 
extremitățile, cea orientată e = (i, j) — prin linie cu săgeată îndreptată de la 
originea i spre vârful final j. 

Două vârfuri i şi j legate prin muchie se numesc adiacente (vecine, 


alăturate). Două muchii care au un vârf comun se numesc adiacente. 
Atât în cazul muchiei neorientate, cât şi în al celei orientate se spune 


că e=(i, j) este incidentă vârfurilor i şi j, pe care le leagă, iar extremitățile 


ei sunt incidente muchiei e. 

Graful G se numeşte orientat dacă toate muchiile lui sunt orientate 
(sunt arce) şi neorientat dacă toate muchiile sunt neorientate. Se folosesc şi 
grafe mixte. 

Un graf orientat poate fi reprezentat în mai multe moduri: 


e geometric; 

e G=!VE), 
V =41,2,...„nţ, E — lista arcelor e, =(i,,j, ), k =1,2,...,m; 

o G={V,T}, unde N Bă T) este lista vârfurilor adiacente 
fiecărui vârf ( j eT, dacă (i, j)eE); 

e prin matricea de adiacenţă pentru vârfuri: 

1, dacă (î,j)eE, 

A[nxn], a; = ( ) 

0, dacă (i,j) g E; 


e prin matricea de adiacență pentru arce: 


B|mxm], n=l 


k e{1,...,4}, dacă e,, e; € E şi au vârf comun, 


0, în caz contrar, 
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unde  k =1 dacă arcele sunt adiacente prin origine, 
k =2 dacă arcele sunt adiacente prin vârful final, 
k =3 dacă originea arcului e, este vârf final al arcului e F 


k =4 dacă vârful final al arcului e, este originea arcului e, 


(în grafele neorientate k=1 când muchiile sunt adiacente; 
celelalte valori pentru k sunt de prisos); 


e prin matricea de incidență: 


l, dacă e; = (i,-), 
C[nxm], e; =, dacă e, = (,i), 
0, în caz contrar. 


Deseori fiecărui arc (i, j) i se prescrie un număr p, numit ponderea 
sau valoarea arcului (i, j ) (procesul de prescriere a numerelor îl vom numi 
ponderizare sau valorizare a arcelor). In aplicaţii p, poate fi o mărime fizică 


care caracterizează legătura reală existentă între vârfurile i şi j — distanţă, 
timp, cost. Graful ponderat G poate fi reprezentat şi prin matricea 
ponderilor P|nxn], unde p, este ponderea arcului (i,j). Pentru arce 


inexistente, adică în cazul când (i, j)eE, se adoptă p,;=+o, pj=-% 
sau p,; =0, în dependenţă de utilizarea ulterioară a matricei P. În unele 
situaţii pot figura chiar mai mulţi parametri care caracterizează arcul (i, j ). 
Spre exemplu, dacă G reprezintă o rețea de comunicații, arcul (i, j) poate fi 


caracterizat prin trei parametri: cost, capacitate, siguranță. 
In funcție de proprietățile grafului şi de scopul propus, se alege o 
reprezentare adecvată a grafului. 


Noţiunea de graf poate fi extinsă. Se admite ca una 
y; ; = iei. i pai a <a 
şi aceeaşi pereche de vârfuri să fie unită prin mai multe arce (i) 
distincte: spre exemplu, în campionatul de fotbal echipa i 
joacă cu echipa j patru partide (în graful respectiv sunt 
patru arce între vârfurile i şi j, originea arcului este echipa câştigătoare în partidă). În acest 


caz G se numeşte multigraf. De asemenea, în graf pot exista muchii (sau arce) de 


forma e = (i, i ) , numite bucle. Un multigraf cu bucle se numeşte pseudograf. 
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Numărul d? (i) de arce care ies din vârful i se numeşte semiindice 
(semigrad) de ieşire, numărul d“ (i) al arcelor care intră în i — semiindice 
(semigrad) de intrare, iar d(i)=d"()+d“ (i) — indice de incidenţă sau 
gradul vârfului i. Pentru orice graf orientat avem 
$d? (i) =} d“ (i) =|E|=m, de unde: $` d(i)=2m. 
i=l ial i=l 

În graful neorientat indicele de incidenţă d(i) este egal cu numărul de 


muchii incidente vârfului i, iar $ d(i)=2m (orice muchie (i,j) se va 
i=l 
număra şi pentru i şi pentru j). Deci, în graful neorientat numărul vârfurilor 
de grad impar este par. 
Un vârf i neincident nici unei muchii, adică de grad d(i)=0, se 


numeşte izolat. Graful constituit numai din vârfuri izolate se numeşte nul-graf. 
Alt caz extrem este graful complet: orice două vârfuri sunt unite prin muchie. 


Graful orientat este complet dacă pentru orice i, jeV, i+ j, atât (i, j) EE, 
cât şi (j.i) €E, iar d? (i) =d“ (i) =n-—l, ie cs) Dacă d()=1, 
vârful i se numeşte suspendat (atârnat). 

Graful G'=(V',E!, V'cV, E'cE, se numeşte graf parțial (parte) 


din graful G = {VE} (graful obținut din cel de referință prin suprimarea cel 


puţin a unui arc). Graful G' este orientat sau nu în dependenţă de G. 
Cazuri particulare importante: 


e G'=(V,0) —nul-graf (se consideră parte a oricărui graf G ); 

° G'=(V,E'), E'cE -— su-graf (sunt excluse din G doar careva 
muchii); 

e G'=(V',E'), E=E^V'xV' — subgraf (G' se obține din G prin 


suprimarea unuia sa a mai multor vârfuri şi a muchiilor (arcelor) 
aferente lor; dacă V'= V, atunci G'=G). 


Fie G={V,E} un graf neorientat. Se numeşte rută în G un şir finit 


sau nu de muchii Mo Ca seat oi în care orice două muchii vecine în şir 
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au un vârf comun: e, =(i i), e, = (îsi ce e, =(i ha) e= (ioi) 
In rută una şi aceeaşi muchie poate figura de mai multe ori. Ruta mai poate fi 
reprezentată şi ca o consecutivitate de vârfuri (...,i,iz,--- i1 is--)s 


unde i, ,, i, sunt vârfuri adiacente pentru orice k, adică ca o succesiune de 


vârfuri legate fiecare de următorul prin câte o muchie. Evident, ruta poate fi 
finită ori nu. 

Dacă la stânga de e, nu sunt muchii în şir, atunci i, se numeşte vârf 
inițial al rutei, analogic: i, — vârf final. Celelalte vârfuri se numesc 
intermediare. Dacă ruta are vârf iniţial i, şi final i, o notăm 4,- 
Dacă i =i,, ruta se numeşte închisă (ciclică). 

Ruta se numeşte lanț, iar cea închisă — ciclu, dacă nu se repetă 
muchiile — orice muchie apare în rută o singură dată. 

Lanţul (ciclul) se numeşte simplu dacă nu se repetă vârfurile. 

Două vârfuri se numesc legate dacă există rută între ele (în asemenea 
caz există şi lanţ simplu care le leagă — se elimină fragmentul ciclic din rută). 

Graful se numeşte conex (legat) dacă orice 2 vârfuri ale lui pot fi 
legate prin lanţ simplu. 

Evident, dacă există 4, şi M, atunci există 44. Prin urmare, există o 
asemenea divizare (partiție) a mulţimii de vârfuri V în submulțimi 
disjuncte V = Uv, astfel că toate vârfurile din V, sunt legate, iar cele din 
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diferite V, şi V, — nu. Respectiv, vom avea descompunerea G =(JG, a 


L 


grafului G în subgrafe G, conexe disjuncte, numite componente conexe ale 


grafului G. Graful G este conex atunci şi numai atunci când el are o singură 
componentă conexă. 

În grafe orientate pot fi definite: rute, lanțuri, lanțuri simple 
neorientate, care nu țin cont de orientarea muchiilor, şi orientate, în care se 
ține cont de orientarea muchiilor. Lanţul (simplu) orientat se numeşte drum 
(simplu), iar ciclul orientat (simplu) — circuit, contur (simplu). 

Pentru graful orientat componentele conexe se determină din 
„dublura” neorientată a grafului, făcând abstracție de orientarea muchiilor. 

Graful orientat se numeşte tare conex dacă orice două vârfuri pot fi 
legate printr-un lanț orientat (printr-un drum). În graful tare conex pentru orice 
i Şi j există 4; şi 44. Aşadar, graful este tare conex dacă el conține un 
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circuit (posibil nu simplu) care trece prin toate vârfurile. Graful orientat poate 
fi descompus în componente tare conexe. Graful orientat este tare conex dacă 
el are o singură componentă tare conexă. 


La determinarea componentei conexe V, ={i )U! j eV|3u;} (care 


conține vârful i) poate fi aplicat algoritmul ce urmează. 


Se adoptă pentru vârfuri masivul de etichete M[1].....M[n], unde 
1, daca 34, şi j nu e cercetat, 
MÍ j| =;2, daca Ju; Şi j este cercetat, 
0, inalte cazuri. 


În algoritm a cerceta vârful j înseamnă a cerceta posibilitatea de a 
prelungi 4, din j. 


PO. M:=0, M|i]:=1; 
P1. p=mințj: M[;]=1}; dacă nu există p, stop; 
P2. For j=1,n do if M|j]=0and (p, j)€E then M| j]=1; 


M[p]=2; go to Pl. 


Ca rezultat, algoritmul construieşte componenta conexă 
V, ={je{L..nn}: M[j]=2). 


2.2 Arbori minimali 


Există situaţii când o mulțime de puncte trebuie unite prin linii de lungime 
sumară minimă. De exemplu, se proiectează un sistem de drumuri ce leagă 
între ele localităţi sau o reţea de comunicaţii ce leagă anumite staţii. Multe alte 
probleme combinatorii se reduc la determinarea reţelei de legătură cu lungime 
totală minimă. 


Exemplul 1. O staţie TV proiectează reţeaua de deservire prin cablu a cinci raioane 
noi. Situaţia se ilustrează printr-un graf cu 6 vârfuri (staţia şi 5 raioane) şi muchii ce reprezintă 
legăturile posibile. Pe linii este indicată lungimea cablului ce va lega vârfurile. Lipsa unor 
muchii înseamnă cheltuieli prea mari sau imposibilitatea de a realiza legătura. Trebuie de ales 
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aşa muchii, încât să fie legate cu staţia toate vârfurile, nemijlocit sau prin vârfuri intermediare, 
iar lungimea totală a rețelei să fie minimă. 


In terminologia teoriei grafelor aceste probleme se formalizează ca 
probleme ale arborelui minimal. 


Fie dat un graf neorientat conex G ={V,E} şi considerând că fiecărei 
muchii (i, j) îi corespunde un număr dat 1,20 — ponderea (lungimea, 
costul). Se caută un graf parţial conex T=(V,E), E'c E (eliminând din E 


unele muchii), pentru care ponderea totală l (T)= 5, l, să fie minimă. 
(î,j)eT 

Evident, deoarece l; >20, (i, j) €E, soluția problemei va fi un graf care nu 

conține cicluri. 


Definiția 1. Un graf conex fără cicluri se numeşte arbore. 


De aici şi denumirea de problemă a arborelui minimal. 
Notăm mulţimea tuturor arborilor (su-grafelor conexe) din G prin Ť. 
Atunci problema arborelui minimal se scrie: I(T) — min, Te Ť. 


Problema arborelui minimal are soluție (posibil, nu unică) deoarece: 


1. Ť+Ø (graful G este conex, deci el conţine cel puţin un arbore, care 
poate fi obținut din G eliminând câte o muchie din fiecare ciclu 
simplu); 


2. "T este mulţime finită (numărul muchiilor în G este finit). 


Remarca 1. Uneori e comod să se considere şi alte definiţii ale 
arborelui, echivalente cu definiția 1. 


Definiţia 2. Un graf conex cu n vârfuri şi n—1 muchii se numeşte 
arbore. 


Propoziţie. Definiţiile 1 şi 2 sunt echivalente. 


Demonstraţie. Fie arborele T=(V,E), 
cicluri. Să arătăm că |E|=n-1. Prin inducţie după n, avem: pentru 


n =1, |E|=0, pentru n=2, 


V|=n, graf conex fără 


E| =1. Admitem că propoziția este justă pentru 
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arbori cu |V|<k vârfuri. Să demonstrăm justeţea ei pentru arbori cu 


Iv] =k+1 vârfuri. Considerăm în T lanţul simplu x, cu un număr maxim de 
muchii. Vom avea d(i)=d(j)=1 — vârfurile i şi j sunt suspendate în T, 
altfel lanţul ar putea fi prelungit. Eliminăm unul dintre vârfurile suspendate şi 


unica muchie incidentă lui. Se obţine un arbore (conex, fără cicluri) cu k 
vârfuri şi deci cu k—1 muchii. Ataşând din nou vârful şi muchia eliminate, 


obţinem |E| =k. 


E| =n-l. Să 
demonstrăm că T nu conţine cicluri. Admitem că el totuşi conţine un ciclu 
simplu. Eliminăm din T o muchie — conexitatea se menţine, cicluri nu mai 
sunt — obținem un arbore. Dar un arbore cu n vârfuri are prin necesitate n-—1 
muchii şi nu putem elimina nici una dintre ele. Aşadar, T nu poate conţine 
cicluri. 


Fie arborele T={V,E} graf conex în care |V|=n, 


Se arată uşor că definițiile 1 şi 2 sunt echivalente cu definiția 3. 


Definiția 3. Graful T se numeşte arbore dacă orice două vârfuri sunt 
legate numai printr-un singur lanţ simplu. 


Vom trece în continuare la expunerea algoritmilor de determinare a 
arborilor minimali. Fie graful G ={V,E}, |V|=n, conex şi l; — lungimea 
muchiei (i, j). 

Să expunem ideea algoritmului. 

1. Arborele minimal T*={V,E*}, (E*c E, |E*¥=n—1) se construieşte 
iterativ. Aproximația lui la iterația k, k =0,n—2, reprezintă „rupturi” 
ale arborelui T* în n — k subarbori. 

2. Aproximația inițială T’ = {v.0} este nul-graful — adică T* este „rupr” 
totalmente într-un set maximal de subarbori — în n vârfuri izolate. 


3. Aproximaţia lui T* construită la iterația k este graful T“ care conține 
toate vârfurile şi numai k muchii din  E*, adică 


T* ={V,E*}, E! cE*, |Eʻ|=k; graful T* nu este conex 


pentru k <n-l1. 
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4. Aproximaţia T* se obţine ataşând la aproximaţia precedentă T* o 
muchie: la iterația k, conform unei reguli speciale, se aleg doi 
subarbori ai T* deja construiți (din T*") şi o muchie (i,, j,) ¢ T% 
care-i va uni, obținând astfel în locul celor doi subarbori un singur 
subarbore „mai mare” din T*, adică 


E =E“ U(i, ji) E c E*. 
5. În n-1 iterații vor fi alese toate n—1 muchii din E* şi vom obține un 
singur subarbore conex: T"! = T*, care şi este arborele minimal. 


Teorema ce urmează ne indică cum trebuie aleşi în iteraţie cei doi 
subarbori, care se unesc, şi muchia care-i va uni. 


Teoremă. Fie T, ={V E}, i=l,q(q<n) un set de subarbori 


q 
disjuncți în care „este rupt” arborele minimal T*: V, =V, E cE*, T, — 


i=1 


conex, i=1,q; p(T,T,)= „min apr — distanţa în G dintre subarborii T, 


şi T.. 


Dacă T, este un subarbore fix (arbitrar) şi T, este subarborele cel 


mai apropiat de el în G p(T,,T,)= min p(T,T,)=}; „atunci 
j>lq 

muchia (i,ky) (cea mai scurtă dintre cele ce leagă T, cu alţi subarbori 
în G) aparține arborelui minimal. 

Demonstraţie. Întrucât T* este arbore, există un lanţ simplu unic 
Lx © T* ce leagă vârfurile i, şi k, (subarborii T, şi T, ). Acest lanţ poate să 
conţină muchia (ip, kg) sau nu. 

Dacă (iko) € Ln» atunci Mg, = (isko) © T* şi afirmația teoremei e 
justă. 

Să presupunem că (ip kọ)£44„: Deoarece vârful inițial al 


lanțului i € T,, iar cel final k, ¢ T,, lanţul numaidecât „va părăsi” T, — există 
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aşa o muchie (i,i)ep încât i ecT, iar gT, ((i,i) leagă 
subarborele T, cu un oarecare altul). 

Dacă la T* se adaugă muchia (i,,k), graful conex T*U (i,k) va 
conține ciclul unic C = 444 U(io» ko). „Rupând” aici ciclul C prin eliminarea 
muchiei (i,i,) din 4; > graful obținut T = T*U Cip, ko) \ (ii ) este un arbore 


în G. Din alegerea muchiei (ip,kọ) avem L Sl, deci 


I(T)=1(T*)+} -4 <SI(T*)<1(T). Prin urmare, I(T") =1(7) 
şi Le = lu. Astfel, T* conţine muchia (,,i,)) echivalentă cu (i,,k,) în sensul 
că şi ea A cea mai scurtă dintre cele ce leagă T, în G cu alţi subarbori. Mai 


observăm că oricare asemenea muchie aparţine unui arbore minimal 


(aici (ioko) aparține lui T care şi el este minimal). 


2.2.1 Algoritmul lui Prim 


Iniţial se fixează un vârf (arbitrar). În toate iterațiile, acel subarbore al lui T* 
care conține vârful fixat şi va fi T, din teoremă, iar ceilalți subarbori 
reprezintă vârfuri izolate încă neconectate cu T, şi-i vom nota prin Y. În 
fiecare iterație unul dintre aceste vârfuri (cel mai apropiat de T, în G) se 


l 


conectează la T,, adică T, se extinde în fiecare iterație. Ca rezultat, algoritmul 


construieşte lista T de n-l muchii ale arborelui minimal T*. Infra, 
X reprezintă mulțimea vârfurilor deja incluse în T,, Y — a celor care încă nu 
sunt incluse. 
PO. X={u}; Y=V\{u};, T=Ø. 
P1. Repeat 
(i, j)= argmin l; 


(i, j)EXxYNE 
T=TU{G D}; X=XUU); Y=YU); 
until |T|=n-1. 
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2.2.2 Algoritmul lui Kruskal 
Pentru a construi T*, cunoscând deja T“ = VE), algoritmul lui Kruskal 
operează cu muchiile, nefixând a priori subarborele T, din T“. Fie 


ERE A v . .. . A k-1 - $ 
(i, j) „cea mai scurtă” dintre muchiile neincluse în T“. Din demonstrația 
teoremei rezultă că: 


e (i,j)eE*, dacă ea uneşte doi subarbori diferiți din T“; 
e (i, j)¢E*, dacă ea uneşte vârfuri i,j din acelaşi subarbore din T, 


(dacă vârfurile i, j, aparțin aceleiaşi componente conexe a 
grafului T*™), deoarece includerea muchiei (i, j ) ar genera un ciclu, 


vârfurile i, j, fiind deja legate prin lanţ în T*”. 


In algoritmul ce urmează E reprezintă lista muchiilor „neexaminare” 
încă, iar T reprezintă, ca şi supra, lista muchiilor incluse deja în arborele 
minimal. 


PO. T=0; E — lista muchiilor grafului G. 


P1. Repeat 
e = arg minl(u), E=E\f{e}; 
ueE 
Dacă e nu formează ciclu cu muchiile din T, 
atunci T=TUte); 
until |T|=n-l. 


2.2.3 Probleme înrudite 


Evident, algoritmii se adaptează elementar pentru problema arborelui 
maximal, prin înlocuirea operatorului de minimizare cu cel de maximizare. 
Dar există şi probleme cu alte funcții obiectiv, definite pe arbori, ce pot fi 
rezolvate folosind algoritmii expuşi. 

Într-adevăr, în demonstraţia teoremei nu se foloseşte faptul că 
ponderea totală a arborelui este anume suma ponderilor muchiilor, ci doar 
faptul că ponderea totală descreşte la înlocuirea unei muchii cu alta cu 
pondere mai mică. Prin urmare, dacă în calitate de funcţie obiectiv definită pe 


arbori am lua nu suma ponderilor muchiilor, ci o careva funcție l (T) cu 


51 


proprietatea că la înlocuirea unei muchii cu alta cu pondere mai mică valoarea 
funcţiei I(T) descrește, atunci soluţia problemei 


I(T)— min, Tei, 


este, de asemenea, arborele minimal. 

Putem indica o clasă de funcții care posedă proprietatea menţionată — 
clasa funcțiilor simetrice crescătoare. 

Amintim că funcţia numerică ø(y)=@(y,---Y,ı) se numeşte 


simetrică dacă valoarea ei nu depinde de ordinea argumentelor y,,..., yu. Ea 


se numeşte crescătoare (în raport cu argumentul său vectorial y ), dacă din 


y'>y” rezultă p(y')> p(y”). 
Exemple. P(Y)=>y2 ++ yu, p>0, y20; 


P(y)= ya Y 20; 


p(y)=maxy, yeR™. 


i=l,n-l 


Cu o funcţie p(y) simetrică crescătoare putem defini pe arbori o 
funcţie I:T-—R, cu aceeaşi proprietate, luând /(T)=gp(1,...l,.), 


unde [,,...,],„.„ sunt ponderile muchiilor din arborele T. 


Astfel, problema care cere să se determine arborele pentru care cea 
mai lungă muchie a lui este posibil mai mică se va scrie sub forma: 


I(T) = max, > min, Tef, 
i=l,n-—l 


unde l.l, sunt ponderile muchiilor din arborele T. Aici nu contează 
lungimea sumară a muchiilor şi, prin urmare, problema este diferită de cea a 
arborelui minimal. Dar, întrucât I(T) este simetrică crescătoare, soluţia ei este 


arborele minimal şi se va găsi aplicând algoritmul respectiv. 
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2.3 Drumuri optime 
Fie G=!V,E), 


asociat un număr d, (de orice semn), numit ponderea sau valoarea lui, care 


y| =n, un graf orientat în care fiecărui arc (i, j) EE îi este 


poate fi: distanţă, cost de transport, beneficiu de la realizarea unei lucrări etc. 
Notăm prin 44, o rută orientată care leagă vârfurile s şi t. Numim pondere a 
acestei rute suma ponderilor arcelor ei: d(u,,) = >. d, 

(în )ena 


Problema: 
d(u,) > min, Ly eM, =tu, cG}, (1) 


în care vârfurile s, t, sunt fixate, se numeşte problema drumului minimal 


pentru două vârfuri date s şi 1 (M,, este finită sau numerabilă). 


Dacă d, >0, V(i,j)eE, atunci o rută minimală pu, evident, nu 
conţine circuite (nu repetă nici arcele, nici vârfurile) şi reprezintă un drum 
simplu. Orice drum simplu în G poate trece maximum prin n vârfuri şi poate 
avea cel mult n—1 arce. Soluţia problemei (1) poate fi căutată numai printre 
drumurile simple, iar numărul acestora este finit. 

Dacă 3d; <0 şi toate ciclurile în G au pondere nenegativă, atunci 


soluția problemei (1) este de asemenea un drum simplu. 
Dacă 3d,;<0 şi în G sunt posibile circuite C cu pondere 
negativă d(C)<0, atunci pentru un drum simplu 4, care conţine un 


vârf ke C, şi drumul 445, care, spre deosebire de u, include q repetări ale 
circuitului C, avem: 


când q —> œ. 
inf d(u,),  dacaM,„ +Ø, 
Notăm r, = 4 Ms E 
+00, daca M, =Ø. 


Problema (1) poate avea soluție şi atunci r, este finit, iar ruta 


optimă w este drum simplu. Problema (1) poate să nu admită soluție din 


două cauze: sau M, =Ø (r, =+0), sau r, =—% (caz posibil numai dacă 
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există circuite cu pondere negativă). Pentru a avea garantat r, >—œ este 
suficient ca G să nu conţină circuite C negative (cu d(C) <0). 

Problema (1) poate fi extinsă, formulând următoarele două probleme, 
numite şi ele probleme ale drumului minimal: 


d(u,) > min, Hy eM,, s — fixat, t=ln, tŁS, (2) 


d(u,)— min, u, €M s,t=l,n, szt. (3) 


st? 


2.3.1 Algoritmul Bellman-Kalaba 


Algoritmul rezolvă problema (3): 


e dacă d;>0, v(i, j)eE, el determină r, pentru orice s,t=1,n; 


algoritmul construieşte şi un drum optim începând cu vârful final t; 


e dacă 3d, <0 şi sunt posibile circuite cu pondere negativă, algoritmul 
le va depista; în acest caz rezultatul funcționării algoritmului necesită o 
analiză suplimentară. 


Algoritmul Bellman-Kalaba se bazează pe principiul de optimalitate al 
lui Bellman: orice fragment din drumul optim este drum optim (dacă drumul 


optim ma trece prin două vârfuri k, l (le leagă), atunci fragmentul u al lui 


. oa S . ir. . A ăi 
are pondere minimă — altfel există ñ, „mai bun” decât u, ). 


Ponderi nenegative 

Vom presupune la început că d, 20, v(i, j)eE, şi, prin urmare, drumurile 
optime conţin cel mult n—1 arce. Algoritmul Bellman-Kalaba construieşte 
drumurile optime iterativ — la iterația k el determină drumul optim din s în t 
constituit din cel mult k arce. Deci drumurile minime us, SL = In, vor fi 
construite maximum în n-—l iterații. 

Vom folosi următoarele notații: k — numărul iteraţiei; rý — ponderea 
drumului minim din s în ¢ constituit din cel mult k arce; p% — vârful 
predecesor lui £ în drumul minim din s în t constituit din cel mult k arce; 
R*, P* — matrice cu elementele r‘ p „SL In, respectiv. 


st? 
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PO. Se inițiază matricea ponderilor arcelor grafului: 


d; dacă (i, j) € E, E 
d;=;+0, dacă (i, j) gE, i# j, i, j=1,n; 
0, dacăi = j, 


PI. k=l; p: =s; r,=d 


îs? 


P2. Fork=2,n-—l do 


begin 
For s = ,n do 
For t = l,n do begin 
k_ k-1 
Le = min ri +da; 
j=l,n 
k-1 gokoak 
p Pa > dacă Fe Sla > 
st E ES E 
j, dacă r, =rj +d;; 
end; 
Dacă ri =r, s,t=l,n, st 
acă r, =r; , S,t=1,n, stop 
(toate drumurile minime au <k -—1 arce); 
end; 


e . pire ; A 
P3. Dacă r, =œ, atunci nu există drum din s în t. 
< k . k . . . 
Dacă r, <œ, atunci r, este ponderea drumului optim din s 
în t, drumul optim se restabileşte începând cu vârful final t, 


. sl . . k-1 
folosind linia s a matricei P* . 


Remarcă. Dacă se caută drumurile minime dintr-un vârf dat s 

în restul vârfurilor (adică se rezolvă problema 2), atunci poate fi aplicată o 

variantă „mai economă” a algoritmului. În iterații matricele R* şi P* vor 

avea doar o singură linie, şi anume — linia s. În algoritm dispare ciclul 
după s. 

Pentru a rezolva problema inversă de asemenea se aplică o variantă 


i “ ; A z TEON â k-1 4 A 
„mai economă ”, modificând formula iterativă r; = min (d, +r jă iar în loc 
g j=l,n ; 


de matricea predecesorilor se consideră matricea succesorilor (ele fiind 
constituite dintr-o singură coloană). Drumurile optime se restabilesc de la 
vârful iniţial s. 
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Exemplul 2. Să se determine pentru 
graful dat valorile drumurilor minime din 
vârful 1 în toate celelalte vârfuri. 


Rezolvare. În procesul iterativ s nu se 


schimbă. Prin urmare, matricele R“ şi P* sunt 
constituite dintr-o singură linie — linia cu 
numărul 1. Pentru a uşura urmărirea calculelor, 
dar şi pentru a reprezenta cât mai compact 
procesul de execuție a algoritmului, se ataşează 
linia întâia a matricei distanțelor în calitate de 


t=1,11, 


2 dl 
coloană în dreapta tabelului 1, = d,» 


i  mk i pini . . E BEA 
iar elementele matricei P se scriu ca indici pentru elementele respective din R . Fiecărui element 


ERA : ge uta tă A ; ; at 
finit n, £= 111, i se atribuie indicele p, =1 (1 este predecesorul vârfului respectiv). Se modifică 
coloana obţinută prin calcularea sumei elementelor corespunzătoare din coloana a doua a matricei 
distanțelor şi din cea ataşată (se foloseşte formula  iterativă din algoritm 


2 a 1 : 1 PRE 5 , S 3 
n, = min (7, + d) = min (d + n). Minimul dintre numerele obţinute se scrie în calitate de 
j=ln j=1,n 


Zi _ 3 f Eon i PE as Marie Ata ee 
element 7, în a doua coloană ataşată. Concomitent, se scrie în calitate de indice numărul liniei în care s- 
a realizat minimul. Acelaşi procedeu se repetă cu celelalte elemente şi se obţine a doua coloană 


ini Di : X grl 
ataşată n,. Deoarece prima coloană ataşată A 


„se deosebeşte de a doua, procedeul se repetă cu a doua 


coloană ataşată şi se obţine a treia. Calculele continuă până când două coloane ataşate devin echivalente. 
In ele şi sunt valorile drumurilor minime din primul vârf în vârful considerat. Inseşi vârfurile prin care 
trece drumul minim poate fi restabilit urmărind indicii (vârfurile predecesoare) până se ajunge în 
vârful 1. 


1 2 3 4 5 6 pi 8 9 10 11 r i R r$ ai E M 
ı [0 1 3 6 o o 0 0 0 0 0, 
2 0 6 1 4 i a oda a so i ai, 
3 0 5 CI 3 3 3 3 3 
4 0 9 6 6 6 6 6 6 6 
5 0 1 3 To 3 3g Seo Be 3 
6 1 0 5 Doo b De Da 2 2 
7 0 1 8 5y 5 AyrA. Me A 
8 0 51 15, 6 6 5 5 5, 
9 0 4 T 6, 6, 6, 6, 
10 0 6 20, 1l 1l, 10, 10, 
u | 0 13, Tn Tg 6 6; 
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Teoremă. Într-un graf orientat G=!V,E), IV|=n, algoritmul 


Bellman-Kalaba construieşte drumul optim între orice două vârfuri s, t e V. 


Demonstraţie. Prin inducţie — după numărul de arce k din care este 
constituit drumul. 

Avem r} =d(u,,)=d, — drumul construit de algoritm ce conţine <1 
arce este optim (Vs, 7). 


Admitem că drumul 45 construit de algoritm cu numărul de arce 
<k-—1 este optim — „mai scurt” decât oricare altul îi! din s în tcu <k—1 
arce: r4 =d (6) < d( AE) Oa). 

Fie ñ? un drum arbitrar din s în t cu <k arce: AE = (s, DU Ak" 


Pentru drumul u% construit de algoritm avem: 


ri = dl) = minta, tr S dy tri < dy + ACG) = dă) 


Remarcă. Din demonstrație observăm: dacă k este primul indice 
pentru care R* =R*" (k<n-—1), rezultă că nu există nici un drum mai bun 
care ar conţine mai mul decât k —1 arce — toate drumurile minime au <k -—1 
arce. 


2.3.2 Aplicații ale algoritmului Bellman-Kalaba 
Vom nota în continuare prin ri distanța minimă dintre s şi £ determinată de 


algoritmul Bellman-Kalaba la iterația k . Nemijlocit sau cu mici modificări el 
poate fi aplicat şi la rezolvarea altor probleme pe grafe. 


Circuite cu pondere minimă 


Graful G poate conține bucle şi circuite. Dacă se caută circuitele de pondere 
minimă, ele pot fi determinate prin algoritmul Bellman-Kalaba concomitent cu 
drumurile minime. Evident, dacă d, 20, circuitele minimale vor fi simple şi 


vor conține cel mult n arce. Prin urmare, definind matricea ponderilor 
(inclusiv pentru i= j): 


4 d;, dacă (i, j)eE, 
i +œ, dacă (i, j) gE, 
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circuitele minimale se construiesc după formula recurentă 


ee a Să k-1 k-1 
Fa = min {r +d, Fy ) 


în cel mult n iterații. Elementele rt 


ss? 


vor fi ponderile circuitelor minimale ce 
conţin vârful s (s = ln) şi nu mai mult de k arce. Vârfurile componente ale 


circuitelor minimale se determină la fel ca şi vârfurile drumurilor minime în 
baza matricei predecesorilor P*. 


Exemplul 3. Pentru graful dat să se determine 
lungimile drumurilor minime între toate perechile de 
vârfuri şi valorile circuitelor minimale ce conţin fiecare 
vârf. 


Rezolvare. Se inițiază matricea distanțelor: 


o 8 9 5 

oo œo 3 00 
D = > 

1 æ æ 10 

o 2 10 œ 


şi se efectuează calculele conform algoritmului Bellman-Kalaba, salvând rezultatele calculelor 


A: . gay : sa k k . 
în matricea lungimilor drumurilor minime cu cel mult k arce R ajz] ŞI cea a 


; k 
“predecesorilor” P . 


o 8 9 5 1 1 11 
SR o 3 œ is 2 2 2 
1 oo æ 10 = Pe e ic 
Lo 2 10 œ |4 4 4 4] 
lo 7 9 5] [3 4 1 1] 
TH 4 æ 3 13 po 3 2 2 3 
1 9 10 6 3 1 1 1 
11 2 5 20 |3 4 2 4| 
[10 7 9 5] [3 4 1 1] 
TA 4 15 3 9 pa 3 1 2 1 
1 8 10 6 3 4 1 1 
|6 2 5 15 3 4 2 3 
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1 7 9 5 3 411 
W EE p_|ă 421 
Ji 8&8 1 6 f3 421 
6 2 5 1l 3421 


Supra sunt prezentate rezultatele execuției algoritmului Bellman-Kalaba pentru 
graful din desen (n = 4). Dacă nu ne interesează circuitele de lungime minimă, se vor realiza 
doar n—1=3 iterații, menţinând elementele pe de pe diagonalele matricelor R" nule. 


Deoarece se cer şi circuitele minimale, în iterații elementele de pe diagonală se calculează 
după regula generală şi se realizează n =4 iterații. În iterația n lungimile drumurilor 
din s în t, szt, nu se schimbă, de aceea pot fi calculate numai elementele de pe diagonală. 


* 
Drumul minim 4, pentru două vârfuri s şi t date, s +t, se concretizează folosind 


* 
A n-l . n-l P i h-i >; P A š a 
matricele R şi P . Lungimea lui d | Hi) =r; > iar consecutivitatea vârfurilor acestui 


i E Taa aii n-l 4 A A a 3 -1 
drum se determina din linia s a matricei P , începând cu vârful final t. Avem j= pi — 


Ea + * 
vârful precedent lui t în 44. Întrucât fragmentul 4, al drumului y, este şi el drum optim 


r; R : ui, ap tt 3 n-l Ax : = 
din s în j, vom avea că lui j îi precede i= Psj ş.a.m.d. până obținem că predecesor al 


* 
unui vârf deja cunoscut din y, este s. Ilustrăm acest proces astfel: 


E fn 2 n- „_n-l 
Us S= Py >r=..—ıl Psj > J= Pa >t}. 


Pentru a determina circuitul de lungime minimă care conține vârful s dat (din s în s), se 


<A . A . . n 
procedează în acelaşi mod, lucrând cu matricele R" şi P”. 


* 
Spre exemplu, pentru s=4, t=1, avem alu )-6 iar drumul minim 


* 
este Uy = {4, 2,3, 1}. Circuitul minim din s =2 în t=2 are lungimea (din linia a doua a 


; ER * i cai 
matricelor R şi P) d| 44, |=11, iar 4, = pă 3,1,4, ARI 


Cazul când există arce cu ponderi negative 
Algoritmul rămâne valabil şi în acest caz, dar numaidecât include 
determinarea circuitelor minimale. Dacă r, >20, s=1,n, atunci nu există 


circuite cu pondere negativă şi algoritmul lucrează la fel ca în cazul 
d, 20, v(i, j)eE. Dacă există cel puţin un circuit C cu pondere 


59 


negativă d(C)<0, atunci pentru fiecare vârf l care-i aparține vom 
avea z =d(C)<0. În baza r? şi p% poate fi uşor determinat circuitul cu 


pondere negativă; acest fapt se foloseşte în algoritmi pentru determinarea 
fluxului de volum dat şi cost minim. Evident, pentru toate vârfurile din care 
există drumuri până la circuitele de pondere negativă nu vor exista drumuri 
minimale în celelalte vârfuri (lungimile oricăror drumuri pot fi micşorate 
oricât de mult). Prin urmare, referindu-ne la drumurile minime, trebuie să 
menţionăm că chiar dacă r; > 0, drum minim din s în 7 nu există dacă în G 


se va găsi cel puţin un drum 4, care conţine un vârf | cu r; <0. 


Probleme simple de amplasare 


Ştiind valorile finale r,, s,r= In, putem determina în G anumite vârfuri cu 


st? 
proprietăţi indicate: 


e centrul exterior s.eV: a, = max Fj A 


= min, (soluţia problemei 
Fjes i s=ln ~ 


Sc 
minimax (pe linii)); 
e mediana exterioară s,ev: p= dr 2., =minf, (soluția 
s= 


problemei minisuma (pe linii)); 


e centrul şi mediana exterioare ponderate — se determină înlocuind în 


formulele de mai sus r; cu v;r,;; unde v, >0 este un coeficient dat 


(numit ponderea vârfului j) care caracterizează „importanța” 

vârfului j (j=1,n). 

In mod analogic se determină t.t, €V — centrul şi mediana 
interioară în G (t — fixat; toate drumurile intră în t) şi centrul şi mediana 
interioară ponderate. 

La determinarea centrelor şi medianelor (ponderate) se reduc anumite 
probleme practice legate de amplasarea unor centre ce urmează să 
deservească n puncte (localități). Spre exemplu, se cere a determina în care 
din n localități trebuie să fie amplasat un centru de urgență medicală, care va 
deservi toate aceste localități, astfel ca accesul la fiecare să se realizeze cât 
mai prompt (aici d, este timpul necesar pentru a ajunge din i în j). Această 


problemă se reduce la determinarea centrului exterior, ponderat în cazul când 


60 


se ţine cont de importanţa vârfului, cum ar fi, spre exemplu, v, — numărul de 
locuitori în j. 


Exemple din practică: centru — centru contra-incendiar, salvare; mediană — depozit 
de unde fiecărui client i se livrează câte un obiect. 


Drumul maximal 
Luând în algoritmul Bellman-Kalaba d, = —oo, dacă (i, j) zE, şi înlocuind 


min cu max în formula recurentă, putem determina drumul maximal pentru 
grafe care nu conţin circuite cu pondere pozitivă (algoritm folosit la analiza 
rețelelor de activităţi). 


Drumul cel mai sigur 
Aici „ponderea” arcului (i, j)e E este siguranţa lui q; >0. Dacă (i, j) gE, 


: ; a : o X 
atunci q; =0. Se examinează problema de determinare a drumului p,, pentru 


care se realizează valoarea maximă a funcției obiectiv: q(4„)= JI q; (în 
E J)E Hs 


probleme fizice q; poate fi: probabilitatea că arcul (i, j) este în stare de lucru, 


probabilitatea transmiterii corecte a unei informații etc.). 
Pentru a rezolva această problemă, definim ponderile 


d, =lnq;, (i, j)€E, şi atunci, logaritmul fiind funcție crescătoare, se va 


maximiza: 
Ing( ty) z p3 d; z d (g)> 


(i, j)€ Hs 
adică vom avea o problemă de determinare a drumului maximal. 
Putem lucra însă nemijlocit cu funcția g(44,), modificând formula 
recurentă în algoritmul Bellman-Kalaba: 
k-1 


k-1 TN 00 
P st o? dacă Fy na Le i 


= k 
= max fri 4; 3 p = 
. s jr sj st . Sk _ k-1 
j, dacă ri =qyhj » 


q; dacă (i, j) € E, 
iar q; =1 0, dacă (i, j) E, 
0, dacăi= j. 
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Drumul de capacitate maximă 
„Ponderea” arcului (i, j)e E coincide cu capacitatea lui, adică cu b, >0. 


Dacă (î,j)gE, atunci b,;=0. Se rezolvă problema de determinare a 
* * : 
drumului 7, pentru care: o| u) Smax min b,. 
Lst 1, J)EHst 
Pentru a găsi soluția se aplică algoritmul Bellman-Kalaba modificând 
corespunzător formula recurentă: 


T k-1 : E 
ri = max ri > min {ri „b, X). 


Cicluri optime în grafe cu ponderi duble 


În graful G={V,E} arcelor (i,j)eE li se asociază două numere: a, 


(cheltuieli) şi b, > O (distanță, timp). Se caută un circuit C* simplu, pentru 


care: 
z(C*)= minz(C), 
a(0) e” 
unde z(C)= = WC _— ( se caută o rută închisă, deservită de un avion 
„Sa, 


(i, j)eC 
sau o navă, pentru care cheltuielile unitare sunt minime). 
Numărul total de circuite în G este finit, deci soluţia problemei există. 
Notăm prin z* valoarea optimă a funcţiei obiectiv. 
Pentru a rezolva această problemă poate fi aplicat următorul proces 
iterativ. Fie Z un număr arbitrar. În iteraţia k a algoritmului se execută 
următorii paşi: 


P1. Se fixează z, := Z. Muchiilor din G li se prescriu ponderile: 
(i, j) €E; 
Notăm prin G* graful G astfel ponderat 


E Seas 
d; = a — Zb; 


ci ci k i ate $ A k 
(observăm că pentru ponderea d (C) a unui circuit C în G* avem: 


d (C) = Dă Aj — Zy 2 b; =a(C)-zb(C), 


G, j)eC G, j)eC 


62 


d (C) 


de unde rezultă z(C) =z, + P(C) 


„VCcG); 


iz a ATA k E . k : a ii 
P2. Se determină în G circuitul C* cu ponderea cea mai mică (el se va 


alege dintre circuitele cu pondere minimală în G* determinate de 
algoritmul Bellman-Kalaba): 


d' (&)<d' (C), vceG; 


Dacă d! (C* ) = 0, atunci avem 


aC =z; <z, + 


deci z*=z,, C*= C*, stop; 

În caz contrar, se ia k:=k+1 şi se repetă iterația cu Z nou; 

dacă d* (œ)< 0, atunci avem z(c) <Z,, deci z*<z, şi se alege 
Z e d 

dacă d* (C* ) > 0, atunci avem z(C) >Z, IC, deci z* >z, şi se 


alege Z > z. 


Se execută iterațiile până când se obține un segment: z<z*<zZ. 
Luând în continuare ca Z centrul segmentului, localizăm z* pe un segment de 
lungime 25, e >0, dat. 


In problemă pot figura restricții suplimentare: circuitul căutat trebuie 
să conţină un vârf s dat sau un număr limitat de arce şi atunci se va lucra 


cu C (şi C*“ ) din mulţimea admisibilă de circuite. 


2.3.3 Algoritmul lui Floyd 


Acest algoritm, ca şi algoritmul Bellman-Kalaba, rezolvă problema 3, când 
graful nu are circuite de pondere negativă şi le depistează când asemenea 
circuite există. Este mai econom la calcule decât algoritmul Bellman-Kalaba. 


În iteraţia k, ri este lungimea drumului minim din s în ż, care poate avea ca 
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puncte intermediare numai vârfurile 1,2,...,k. Ponderile arcelor se definesc ca 
în algoritmul Bellman-Kalaba şi se folosesc doar în iteraţia 0 când se inițiază: 
r? =d , pi =s (dacă arcul lipseşte, atunci elementul respectiv din matricea 


distanțelor se consideră œ). În iteraţia k, k = l,n, se calculează: 


k k-1 _„k-1 k-1 
r = mini ri +}; 
k-1 k k-1 
k P st >? dacă Fa 3 Fa > 
Pa 59 ga A 
Pu > în caz contrar. 


Matricele R”, P”, servesc pentru determinarea drumurilor şi a circuitelor 
minimale. 


Exemplul 4. Să se determine lungimile drumurilor minime între toate perechile de vârfuri ale 
grafului care este dat prin matricea distanțelor 


o —l 1 4 
l æ 5 1 
D= 
2 2 æ -l 
3 2 2 |] 
Rezolvare. Se inițiază r? = d S,1 = 1,4 (matricea R° ). Elementele 


0 . 0 Ă a U m aO X 
Pa =S, S= 1,4 (matricea P ) se scriu ca indici ai elementelor matricei R . Se efectuează patru 


: E A a ; S i SR SI k 
iterații. În iteraţia k, k = 1,4, se evidenţiază linia şi coloana k. Elementele matricei R se 


5 FER iati e „our : 7 a St k-11 k-1  k-l 
calculează conform regulii triunghiului. In triunghiul dreptunghic cu vârfurile r, , Fy > Fy > se 


E k-1 k-1 23! : aden i p 
compară elementul r, cu rą +7, (cu suma elementelor din extremitățile ipotenuzei). Dacă 


k-1 k-1 


k <r rf, atunci elementul rămâne neschimbat. În caz contrar, ri =r% +r şi 
st sk + Să st sk kt 
pi = pi ( pÉ se scrie ca indice al elementului r! ). 
% =l; 1 4; 
1 0 5 1 
0 2 2 2 1 L 0, 2, L 
R = > R = 
A 23 00 =l 2, 1 3, = 
3 2 2 7 
4 4 4 1 — 
Ja 2i 2 00 
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o J-L 1 4 E. 
eak lo] [2] [| ile ae d 
A a Ak 20 1l 3 o-Ġċ 
5 „a, 3 Da o 3, 
0 h 0 0, -i 1 0, 
PA l 0 2] L E S L 0 2 L 
A l] 3, Si; 2 l 3- —l 
I N ge D a ide 


2.3.4 Algoritmul lui Dijkstra 


Rezolvă problemele 1 şi 2 pentru grafe în care ponderile arcelor sunt 
nenegative (d, 20); construieşte drumul minim dintr-un vârf s fixat în alt 


vârf dat 1 sau în toate celelalte vârfuri. 
PO. X=Ø, Y=V; r=%, yeY; r=0; x=s;, p, =s; 


P1. Repeat 
X=XUix}; Y=Y\fx};; 
For yeY doif r, +d, <r, then begin r, =r, +d; p, =x end; 
X = argminr,; 
yeY i 
until x=t. 


În cazul problemei 2 condiția de oprire va fi |X|=n. La restabilirea 
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3 : * at y A k SAIS 
drumului optim u, se utilizează etichetele în care se memorează vârful 
Us y 
precedent — numărul vârfului din care a fost realizată valoarea drumului 
minim în y: r, = min (7, r, +4). 


Exemplul 5. Să se determine pentru graful din exemplul 2 valorile drumurilor minime din 
vârful 1 în toate celelalte vârfuri. 


Rezolvare. Se copie prima linie a matricei distanțelor în prima linie ataşată sub tabel, care va 


reprezenta distanţele r, de la 1 până la y, r =0. Indicii indică vârful predecesor în drumul respectiv. 


Se marchează prin dreptunghi vârful deja examinat (trecut în X ). Din elementele nemarcate se alege 
minimul. Se scrie în linia corespunzătoare în stânga matricei (vezi prima coloană din stânga). Se 
sumează elementul ales cu fiecare element din linia matricei distanțelor şi se compară cu elementul din 
linia ataşată. Dacă suma calculată este mai mică decât elementul din linia ataşată, atunci suma cu 
indicele respectiv se scrie în următoarea linie ataşată. După ce se parcurge întreaga linie a matricei 
distanțelor, acest lucru se marchează „făind” elementul din stânga tabelului. Procedeul se repetă cu noua 
linie ataşată până când în fiecare coloană din liniile ataşate vor fi marcate câte un element. Elementele 
marcate şi reprezintă valorile drumurilor minime până în vârful considerat. Însăşi consecutivitatea 
vârfurilor drumului poate fi restabilită prin indici (vârfurile predecesoare). 


1 2 3 4 5 6 7 8 9. 10 11 


K OK K D do do dee 
o0 


A] 
F 

[=] 

E 

N O 
D 
a 

N 

i 


|- | N Na 9 9 
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s 
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2.4 Fluxuri în reţele 


Problemele de calculare a fluxurilor în reţele modelează variate fenomene 
practice, au importanţă practică deosebită şi sunt studiate intensiv. 


2.4.1 Problema fluxului maximal 


Este una dintre primele probleme de calcul al fluxurilor în reţele. E problemă 
particulară de programare liniară. Pentru ea sunt elaboraţi algoritmi 
polinomiali de rezolvare, cum este, spre exemplu, algoritmul Ford-Fulkerson. 


Formularea problemei 
Fie G={V, E}, |V|=n, |E|=m, un graf orientat, conex, fără bucle. Notăm 
prin E mulţimea arcelor care intră în vârful i, iar prin E? — a celor care ies 
din i. 
Graful G se numeşte rețea de transport dacă: 
1) există un singur vârf (notat prin 1) pentru care Es =Ø (în 1 nu intră 
nici un arc); 
2) există un vârf unic (notat prin n) pentru care E? =Ø (din n nu iese 
nici un arc); 
3) fiecărui arc (i, j)e E i se asociază un număr b, >20, numit capacitatea 
arcului; b; =0 dacă (i, j) £ E. 
Vârful 1 se numește sursă (intrare în reţea), n — destinație (ieşire din 


rețea), celelalte vârfuri — intermediare. 


Vom numi flux în reţeaua G o funcţie o :E — R pentru care: 


0<g, <b, (i j)€E, (1) 
n-1 n En 

2S O i=2,n-l1. (2) 
k=1 j=2 


Relația (2) se numeşte lege de conservare a fluxului. Dacă fluxul este 
material (apă, petrol, gaz) condiţia (2) asigură că atât cât intră într-un vârf 
intermediar i, atât şi iese — nu se pierde şi nu apare nimic în vârful i. 


Sumăm (2) după i=2,n-—l, reducând termenii care apar în ambii 


membri, adăugăm q,, în ambele părți şi obţinem: 
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n-—l 


de, = îi (3) 
j=2 i=l 


relație care se îndeplineşte pentru orice flux. Această mărime, notată 
prin v(Q), se numeşte valoarea (volumul) fluxului p, sau aflux. 


O problemă importantă este problema fluxului maximal în reţeaua G: 
v(p)= Ya, > max, (4) 
j=2 
în restricțiile (1) — (2). 

Evident, problema fluxului maximal (4), (1) — (2) este problemă de 
programare liniară. Mulțimea de soluţii admisibile este nevidă (fluxul p =0 îi 
aparţine), închisă şi mărginită (vezi (1)). Deci problema fluxului maximal are 
soluție optimă — există flux de volum maxim. Ca problemă de programare 
liniară ea poate fi rezolvată prin metoda simplex. Totuşi este rezonabil de a 
utiliza la rezolvare algoritmi mai eficienţi, care țin cont de particularitățile 
problemei. Un asemenea algoritm este algoritmul Ford-Fulkerson, care 
urmează. El se bazează pe două noţiuni fundamentale pentru această problemă 
— cea de lanţ augmental şi cea de tăietură în reţea. 

Remarcă. Vom considera că în problema fluxului maximal nu se 
verifică concomitent inegalităţile g; >0 şi p; >0. Fluxul este nul pe cel 


puțin unul dintre arcele reciproc opuse. 


Lanţ augmental 
Fie p un flux. Arcul (i, j) se numeşte saturat (de fluxul ø), dacă b, =g,. 


Un drum din 1 în n se numeşte drum saturat, dacă el conţine cel puţin un arc 
saturat. Fluxul g care saturează toate drumurile din 1 în n se numeşte flux 


complet. 
Dacă g este incomplet, putem uşor găsi un flux de volum mai mare. 


Într-adevăr, determinăm în G un drum nesaturat 4, calculăm capacitatea lui 

reziduală (rămasă nefolosită de 9) a = mn (b, -9,) >0 şi mărim fluxul 
DJ )EMn 

doar pe arcele acestui drum, luând pentru ele ø +œ şi menţinând 

neschimbat ø, pe celelalte arce. Se obţine un flux nou $ şi v(Ș)=v(9)+a. 


Fluxul g va satura drumul 4, (cel puţin un arc al acestui drum devine 
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saturat). Dacă p este incomplet, procedeul se repetă cu p ş.a.m.d. până se 
obține un flux complet — nu mai există drumuri nesaturate ce leagă sursa cu 
destinaţia. 

Evident, fluxul maximal este un flux complet. Afirmația inversă nu 
este justă, după cum demonstrează următorul exemplu. 


Exemplu. Un flux complet poate fi mărit schimbând valorile de-a lungul unui lanţ. 


Avem: n=4, b 


2, ba =3, 


Pa = 2 Ps Sl Ps Sl Pa Sl Py =2. 
Fluxul g este complet, dar nu este maximal. Lesne se observă că fluxul g : 


Pr» 2, Pi 2, Ps 0, Pag 2, P34 2, 


are volumul v(g ) =4> v(9) şi g este maximal. Pentru a mări volumul fluxului 
complet œ, am schimbat valorile lui nu de-a lungul unui drum, ci pe arcele unui lanţ ce 
uneşte 1 cu 4: 

+a -a +a 


ba — Pa =2 Ps =l ba — Pa =1 


şi anume: am mărit o pe arcele directe (îndreptate de la 1 spre 4 ) nesaturate ale acestui lanţ 
şi am micşorat p pe arcul opus (îndreptat de la 4 spre 1) în care g avea valoare pozitivă cu 
unul şi acelaşi număr: 


a = min {b — Piso Pr» Pa - 9) z min {2,1,1} =1. 
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Aşadar, fluxul g poate fi mărit nu numai când există drum f, de 
capacitate reziduală pozitivă, dar şi când există lanţuri 44, de tipul celui 
folosit în exemplu. 

Vom numi lanț augmental (de mărire) pentru fluxul o un lanţ ue 
care leagă în G sursa 1 cu destinaţia n şi care este alcătuit din arce directe 
(orientate de la 1 la n) şi opuse (de sens invers), astfel încât: 


e b,-0,>0, v(ij)em, (i,j) — direct; 


e 0,>0, Vv(ij)em, (i j) — opus. 


În particular, dacă lanţul augmental conţine numai arce directe, el reprezintă 
un drum nesaturat (caz posibil doar când g este flux incomplet). 


Fie: a, = min, fb, RE a, = min, (e, a = mina,,a,>0. 
(.j)eM, (î.j)eM, 
(i, j)—direct (i, j)—opus 


Acest număr a > 0 se numeşte capacitatea lanțului augmental 7%, — ea indică 
cu cât maximal poate fi mărit volumul fluxului folosind acest lanţ. 


Dacă pentru fluxul g există un lanţ augmental uf (a>0 este 
capacitatea lui), atunci putem construi un flux 9 de volum mai mare 
„corectând” valorile ø, numai pe arcele lanţului augmental: 


9, =10, +a, (i, j)€ ub, (i, j) — direct, 
Qj a, (i, j) € up, (i, j) = opus. 
Astfel determinat, este flux, întrucât 0<ø,<b,, V(i,j)eE (prin 
alegerea lui a ) şi respectă legea de conservare. Într-adevăr, lanțul augmental 
poate avea doar patru tipuri de vârfuri intermediare, în dependență de faptul 
care tip de arce (directe, opuse) sunt incidente vârfului: 
+a +a -4 -4 +a 


(DO 
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şi (2) se va verifica în ele prin definiţia lui g (vezi desenul). 
Pentru fluxul 9 avem v(Ș) = v(9) +a > v(p). Deci pentru fluxul 


maximal nu există lanţ augmental. 


Tăietură în reţea 
O partiție a mulţimii de vârfuri V în două submulțimi (disjuncte) X 
şi X=V\X, astfel încât sursa leX, iar destinația n gX (ne X), se 
numeşte făietură în rețeaua G (o identificăm cu X). 

Numărul total de tăieturi într-o rețea cu n vârfuri este 2". 
Fie E, = lij eE|(i, j)e Xx X} mulțimea arcelor care ies din X (E, se 


mai numeşte bază de arce a tăieturii X), iar Ey — a celor care intră în X. 
Numim capacitatea tăieturii X capacitatea totală a arcelor care ies 
din X, adică mărimea b(X) = 5 bi 
(i, j)eEx 
O tăietură „rupe” reţeaua G în două părţi, „tăind” toate legăturile ce 
există între vârfurile din X şi cele din X=V.X, menţinând neschimbate 


parametrii celorlalte arce. De aceea, între valoarea fluxului şi capacitatea 
tăieturii există anumite relaţii (fluxul va trece prin tăietură). 


Propoziția 1. Pentru orice flux ọ şi orice tăietură X în rețeaua 
G=!(V,E): 


wp)= X o- Vo: (4) 


(i. eER (j)eEŞ 
Demonstraţie. Într-adevăr, toate vârfurile din X , cu excepția sursei 1, 


sunt intermediare, deci în ele se verifică (2), şi putem scrie, întâi adunând 
la v(g) o sumă nulă, apoi regrupând termenii în sume: 


o- Zo ZS, 50.) ED aus 


ieX ieX j=2 k= 1 ieX 


[DZA Ege ZEA Zgo )- 


iX jeX ieX jX ieX keX ieX 
= d pi di 
(,j)eEx (i, j)eEx 


71 


Din relaţia (4) imediat rezultă: 


Propoziția 2. v(p)<b(X), oricare ar fi fluxul ọ şi tăietura X în 
rețeaua G ={V,E}. 


Propoziția 3. Dacă pentru fluxul p, există o tăietură X,, încât 


vp) =b(X,), atunci p, este flux maximal, iar X, — tăietură minimală. 


mı 


Demonstrație. Într-adevăr, notând vas = max v(9), Puiu = minb(X), 
Q 


din propoziția 2 reiese că: 
V(O) S Vaz S bain SPĂ) Vo, X. 


Pentru p, şi X, vom avea în această relație semnul „=”. 


Teorema Ford-Fulkerson 
Fie ọ un flux. Îi vom pune în corespondență o mulțime X „de vârfuri 
(dependentă de g) care se construieşte iterativ pornind de la o mulţime X 


constituită inițial dintr-un singur element — sursa. Vom extinde sistematic 
mulțimea X incluzând în ea vârfuri care pot fi unite cu sursa 1 prin lanțuri de 
structura celui augmental. „Lărgind” X, după un număr finit de iterații, se 


obține ca rezultat X,. Vârfurile i din X se numesc marcate şi pot avea două 
stări: necercetate şi cercetate, adică X este partiționată în 2 submulțimi: 
X=X UX (X — vârfurile necercetate, X* — cele cercetate). Iniţial, sursa 1 
se consideră necercetată. 

PO. X =(1);X'=0; 

P1. Repeat 

x=minfkeX y}; 
for ke X do 
if (x) e E; Jand (Qa <bu ))or(((k, x) e E: and (Pu > 0)) 
then X =X UI); 


X =X (x); X =X Uf{x}; 
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until X =Ø; 


P2. X,=X'. 


Intrucât în X pot figura maximum n vârfuri, construirea mulțimii X se 


va încheia în cel mult n iterații. 


Teoremă. Dacă mulțimea X, corespunzătoare fluxului œ nu conține 


destinația n, atunci p este maximal. Dacă n e X,, atunci poate fi construit 


un flux p de volum mai mare v(Ș) > v(9). 


Demonstraţie. Pentru fluxul şi mulţimea X, corespunzătoare lui sunt 


posibile două cazuri: n ¢ X, şi ne X,. 


1. 


ngX, — atunci X, este tăietură şi, conform (4), avem: 


v(o)= > Pj- 2 Pij Întrucât există vârfuri ce nu aparțin 
(G, j)eEg (ij )eEŞ 

mulţimii X, şi totuşi X, nu poate fi extinsă, vom avea p, =by 

pentru orice arc (x,k) care iese din X,, şi e, =0 pentru orice 


arc (k,x) care intră în X,. Deci v(p)= DN b,-0=b(X,) şi, 


(i. j)eEx, 
conform propoziției 3, p este maximal, iar X, — minimală. 
neX,. În acest caz, în conformitate cu procedeul de construire a 
mulţimii X,, există un lanţ „4, care leagă sursa 1 cu destinaţia n, 
alcătuit din arce directe (x,k), pentru care b, —-p, >0 (evident, 
primul şi ultimul arc sunt directe) şi opuse (k, x), pentru care # > 0. 


Aşadar, dacă ne X,, atunci 44, este lanţ augmental pentru g, adică 


poate fi construit un flux Ş de volum mai mare decât v(p). 


Din cele expuse rezultă: 


Teorema 1 (Ford-Fulkerson). Fluxul g este maximal atunci şi numai 


atunci când nu există nici un lanţ augmental pentru el. 
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Demonstraţie. Într-adevăr, fie p maximal. Dacă admitem că există un 
careva lanţ augmental 45 pentru el, atunci, modificând g de-a lungul acestui 


lanţ, obţinem un flux de volum mai mare — imposibil. Dacă nu există un lanţ 
augmental pentru ø, mulţimea X, corespunzătoare lui este tăietură 


şi v(0) =b(X al Deci p este maximal, iar X, — tăietură minimală. 
Teorema 2 (Ford-Fulkerson). Fluxul g este maximal atunci şi numai 
atunci când există o tăietură X, astfel că b(X) = v(9). 


Demonstraţie. Suficienţa — din propoziţia 3. 
Necesitatea. Dacă p este maximal, atunci X, este tăietură pentru 


care b(X,) =v(9). 


Algoritmul Ford-Fulkerson 


Din demonstrația constructivă a teoremelor se obţine imediat algoritmul 
Ford-Fulkerson. 

Algoritmul începe execuţia cu orice flux iniţial g, cum ar fi, spre 
exemplu, p=0, apoi îl măreşte sistematic prin intermediul lanțurilor 
augmentale până la nivelul când nu mai există nici un lanţ augmental. 
Algoritmul include două faze. În prima fază pentru un flux ọ dat se 


construieşte mulțimea X=X” de vârfuri ce pot fi legate cu sursa 1 prin 
lanţuri de tipul celui augmental, marcând arcele acestor lanţuri ca să se 
deosebească arcele directe de cele opuse. Concomitent se memorează în aceste 
lanţuri vârfurile „predecesoare” şi se calculează capacităţile. Astfel, 


dacă ne X’, adică există lanţ 7 augmental pentru ø şi e cunoscută 
capacitatea lui œ, lanţul poate fi restabilit (trasat) începând cu vârful final n 


prin „predecesori”, deosebind arcele lui directe de cele opuse. Prima fază se 
încheie cu controlul: ne X „ Său nu. Dacă ng X di atunci „stop” — fluxul o 


este maximal. În caz contrar, se trece la faza a doua: se „corectează” fluxul pe 
arcele drumului augmental 44 — se construieşte fluxul nou de 
volum v(9) +a şi se repetă prima fază. 

La realizarea algoritmului pentru fiecare vârf j se consideră trei 
etichete: 
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0, dacă j ¢ X, 
e m(j)=51, dacă j e X şi j nu este cercetat (jeX), 
2, dacăjeX şi) este cercetat ( je X+); 


e p(j)=i, dacă vârful j este marcat din i (când se cercetează i); 


ag- NO 


b, -9,) dacă j este marcat din i prin (i, j), 


> ij 


-min f|ą(i) 


Astfel, semnul „+” sau „— 


: P}, dacă j este marcat din i prin (j,i). 


» 


al etichetei q(j) indică sensul arcului 
prin care i marchează j — direct sau opus. Atribuind q(l)=, vom avea, în 
cazul când neX,, q(n)=a. Etichetele p(j) permit să restabilim după 
„predecesor” lanţul pus, începând cu n: 
ue = pi) Ip) p(n)=k,, n}, 

iar semnul lui q(j) ne spune: este direct sau opus arcul care leagă j 
cu p(j); adică, în lanț intră (pi) dacă q(j)>0, sau (.PU)) 
dacă q(j)<0. 


PO. Qj =0, i j=l,n, v=0; 


P1. Repeat x=1; m j)=0, j=1,n; q(1)=%; 
Repeat 
For j=2,n do 
begin 
if (m(j)=0) and (e, <b, ) then 
begin m(j)=1; p(j)=x; 
q(j)=min{|q(x)l, bj -05y 


end; 
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if (m(j)=0) and (p, >0) then 
begin m( j)=1; p(j)=x; 
a(j)=—mintla()l e): 


end; 


m(x)=2; x = min (k e V| m(k)=1; 
until  (x=n) or ((rev| m(k)=1}=Ø); 
x=n; a=a(n); v=v+a; 
While (x +1) do begin if q(x)>0 then Puls = Pata t 
if q(x)<0 then Pr pla) T Prpa TE 
x=p(x); 


end; 
until m(n)=0. 


Ca rezultat, algoritmul determină fluxul maximal ø de volum v. 


Exemplul 6. Să se determine fluxul maxim între vârfurile 1 şi 5 ale rețelei date prin 
matricea capacităților arcelor: 


0 17 19 0 0 
0 0 4 12 0 
B=|0 4 0 8 9 
O 12 6 0 24 


0 0 0 0 0 


Rezolvare. Calculele le ordonăm în tabele speciale începând cu fluxul inițial nul. 
Tabelele conțin sub formă de fracții atât capacitățile (la numărător), cât şi fluxurile arcelor (la 
numitor). Marcarea vârfurilor se efectuează prin etichete în linia de jos şi coloana marginală 


din dreapta ( p° ). Etichetele m nu se folosesc explicit. Rolul lor îl joacă coloana marginală din 
stânga şi linia de sus (lal). Marcarea se efectuează mai întâi după linii, apoi după coloane. 


Când se marchează vârful 5, valoarea a este deja calculată. 


(o0) 17 
1 2 3 4 5 
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17 19 
00 1 = = 1” 
0 +0 
4 12 
17 2 = i [7 
0 0 
4 8 9 
19 |3 = — —| | 1? 
0 0 +0 
4 12 A 24 2! 
0 
5 
1” | [9 Pip 39 


Din linia de jos a tabelului determinăm lanţul augmental 1,3,5 cu a=9. Mărim 
fluxurile arcelor din lanţul augmental şi trecem la următorul tabel. 


(o0) 17 10 
1 2 3 4 5 
17 19 
CO 1 — — 1* 
+0 9 
4 12 
17 2 = Mea, [7 
0 +0 
4 8 9 
10 3 — = es [0 
0 0 9 
12 6 24 
12 |4 — — —| | 2? 
0 0 +0 
5 
1” 17 [0 2!2 Piz 


Din acest tabel avem lanţul augmental 1,2,4,5 cu a = 12. Mărim fluxurile arcelor din 
lanţul augmental. Urmează tabelul: 


00 5 10 
1 2 3 4 5 
17 19 
00 ] — sea 12 
12 +9 
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10 


4 12 
o |n 
4 8 9 
0 +0] | 9 
12 6 24 
o | o +12 
1” r į"? 35 4$ 


Avem lanțul augmental 1,3,4,5 cu a=8. După modificarea fluxurilor arcelor din 


lanțul augmental obținem: 


(0) 5 2 
1 2 3 4 5 
17 19 
PAIRT, 
4 12 
olz 
4 8 9 
o s | 9 
12 6 24 
o |o 20 
1” 1 ° 


Deoarece marcarea nu poate fi efectuată până la vârful 5, am obținut fluxul maximal: 


0 
0 
0 
0 
0 


12 
0 


0 
0 
0 


17 


0 
0 
0 
0 


0 
12 


00 


0 
0 


0 


de mărime v = 29. Tăietura minimă este formată de arcele (2,4), (3,4), (3,5) — arce saturate ce 
unesc vârfurile marcate şi cele nemarcate în ultimul tabel. De remarcat că în acest exemplu 


toate lanţurile augmentale sunt drumuri simple din sursă în destinaţie. 
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Graful incremental 
Determinarea lanţului augmental în G pentru fluxul g dat e echivalentă cu 
determinarea drumului orientat 4 de capacitate pozitivă într-un graf G?’ 
construit special pentru fluxul ø -— în locul arcelor opuse din 4 (lanţ 
augmental în G ) în G?’ figurează arce directe de aceeaşi capacitate: 

G° ={V, E", 

E’ =E UE,, 

E ={(i, j)€E: b,-gp,>0), 

E, ={(j,i): o; >0}. 
Matricea capacităților B” în G” se defineşte: 


TE b; 0, dacă (i, j)€E,, 
i dacă (i, j) € E,. 


ji? 


Astfel, în G” : rămân arcele nesaturate, dispar cele saturate, apar arcele opuse 


pentru orice arc prin care trece ceva. Matricea capacităţilor care determină G°’ 
se construieşte definind concomitent elementele simetrice. 


Remarcă. La construirea grafului G? se presupune implicit că în 
fluxul p nu există arce (i, j) şi (j,i) pentru care atât o; > 0, cât şi o; >0. 
Dacă asemenea arce totuşi există, atunci se modifică în primul rând fluxurile 
pe aceste arce, astfel că: Q; =P; — Q, Pi = P; — AX, unde 
a = min(g,, P;}, apoi se definesc în G? capacităţile respective. Evident, în 
urma unei asemenea modificări mărimea fluxului din sursă în destinaţie nu se 
va schimba. 

In algoritmul de construire a fluxului maximal în baza grafului 


incremental se consideră că sunt date inițial: B, o, v=v(9). 


Repeat 
Se construieşte graful G? (a matricei B° şi a mulțimilor E, şi E, ); 


Se determină în G? un drum uf, de capacitate maximală a; 
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Dacă a >0, atunci se transformă fluxul de-a lungul drumului ui : 
Pj 539; tA, (i, J) € uh» (i, j) €E, 
Qj O, (i, j) € m, (i, j) € E,, 
v:=v+@; 
until a =Q. 

Procedura de construire a grafului G” poate fi concretizată astfel ca la 
iterațiile 2,3,... să se modifice doar acele componente ale matricei B” care 
corespund drumului u£, construit la iteraţia precedentă. Fie B° matricea 
capacităților în G. 

PO. B=B', p=0, v=0; 
P1. Repeat 
Se determină în graful cu capacităţile B drumul pu, de 
capacitate maximală a; 
Dacă a >0, atunci se transformă capacităţile de-a lungul 
drumului 4, : 
b, :=b; — a, pentru (i, j) € 4, 
b; = b; +a, pentru arcele simetrice celor din u,,; 
until a=0. 
P2. Se determină fluxul maximal Q: 
E -b,, dacăb? -b >0, 
PE 


0, în caz contrar, 


şi volumul lui: Vax = ej: 
j=2 
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2.4.2 Flux de volum dat şi de cost minimal 
Fiecărui arc (i, j) din reţeaua G îi corespund două numere: b, — capacitatea 
lui şi c, — costul unitar pe (i, j). Se caută un flux de volum dat v) (vo < v 


max ) 


şi de cost minimal. 
Se expun doi algoritmi (primal şi dual). Ambii folosesc pentru 


p, v(p) =V, graful incremental G” cu capacitățile B” > 0 şi costurile C? : 
G? ={V,E’ }, E’ =E, UE,; 
b? =b, -9; >0, c$ =C, (i, j) € E (arce directe); 
bf, =, >0, Ci, = —C; (j,i) €E, (arce opuse). 
Dacă (i, j)e E°, rezultă că b? > 0; dacă (i, j) E°, atunci b; =0, c = +oo. 
Graful G” determină capacităţile de creştere şi costurile (relative) ale 
oricărui aflux suplimentar: dacă u, este un drum din sursă în destinaţie în 


graful G°’, atunci b(p5,) =a > 0 determină afluxul a de un cost: 


ac(4t)=a| X a- È g 


(i, j)€4hn (i, j)€4hn 
(i, j)eE] (î.j)eE2 
Algoritmul primal al lui Klein 


Ca şi în algoritmul simplex primal, mai întâi găsim un flux admisibil de 
volum v,, apoi îl îmbunătăţim, micşorând costul şi păstrând volumul v, 


(admisibilitatea). 
Fie ọ un flux (de volumul v,). El poate fi construit folosind lanţuri 


augmentale până când va atinge volumul v,, sau prin algoritmul grafului 
incremental. 


Teoremă. Fluxul de volum v, este de cost minimal, dacă şi numai 


dacă în G? nu există circuit de cost sumar negativ. 


PO. Se construieşte fluxul ọ de volum dat v, (cu algoritmul 


Ford-Fulkerson sau cu cel al grafului incremental). 
P1. Repeat 


Sl 


until 


Pentru fluxul curent p determinăm graful incremental G? cu 


capacitățile B° > 0 şi costurile C? : 


b? = bye c? =C, («,jeE, 
P = A EER pe . 
bi; =» Ci; SC (j,i) € E,; 
Cu matricea costurilor C?, folosind algoritmul 


Bellman-Kalaba pentru drumul minimal, se determină un 
circuit ® de cost sumar negativ; 
Dacă 3®: c(®)<0, se modifică fluxul ọ pe arcele 


circuitului ® : 
a := b(b):= min bọ >0; 
(i, j)eb 
b? =b? +a, (i, je, (i, j)€ E; 
b; =b} -a, (i, je, (i, j) € E,; 
notd® :c(®)<0. 


P2. o -flux optimal. 


Remarcă. Trecerea prin circuitul O a afluxului a nu modifică 
volumul fluxului — rămâne v,, dar modifică costul lui: 


v(ð) =V» c($) =c(p)+ac(0) < c(9). 


Algoritmul dual Busacker-Gowen 


Ca şi în algoritmul simplex-dual, acest algoritm începe cu cel mai ieftin flux 
p=0, c(p)=0, v(p)=0(<vw), apoi fluxul se măreşte, păstrând calitatea 


„cost minimal” (optimalitatea), până când volumul lui devine v, (fluxul optim 


devine şi admisibil). 


Teoremă. Dacă o este flux de cost minim şi volum v în G şi up, — 


drum de cost min în graful incremental G°, atunci ọ +1- uf, este de cost 


minim şi volum v+1 în G. 


PO. p=0,v=0. 


P1. Repeat 
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until 


Pentru fluxul curent p se determină graful incremental G? cu 
capacitățile B° > 0 şi costurile C? : 

bj =b; — pis Cy =c; «,j)e E 

bi; = pi» Ch =C; U.DeB; 

Cu matricea costurilor C*, prin algoritmul Bellman-Kalaba, 


se determină drumul de cost minim uf, în G*; 


In 


bla) min dp >0; a minfb(ag), v-v}; 
P; = (i, j) £ Mn 

P; =P; +a, (i, j) € uh, NE;; 

P; =0,-a, (i, j) € 4i, NE; 

v:=v+a; 


v=w. 


P2. ọ -flux optimal. 


2.4.3 Problema de afectare (cuplaj) 


Se urmăreşte cuplarea a k subiecți: xxx, cu alți l subiecți: 


Yi Y2s Yı} Cy reprezintă „costul” cuplului (i, j). Se caută cuplajul maximal 


de cost minim, adică se cer v) = min {k,l} cupluri de cost sumar minim. 
Se defineşte graful G = {V, E}, unde: 


E Ik, Gay), ED, 


V ={5, X, e cu cai Yis Yose Yt}, 


JeRa 


b(e)=1, Ve €E, 


Cj» dacă e = (i y,), 
c(e) = 
0, în caz contrar. 


Problema se rezolvă prin algoritmul Klein sau prin algoritmul 
Busacker-Gowen. 
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2.4.4 Mai multe surse şi (sau) destinaţii 


Unele probleme de optimizare a planului de producere sau probleme de 
transport se reduc la determinarea fluxului optim într-o reţea cu k surse: 
Si, 523, CU capacitățile a,a,,...,ap, şi l destinaţii: fst, cu 


capacitățile b,b,,...,b,. Se introduc o sursă şi o destinaţie artificiale: s, t, cu 


capacităţile a= Y bad bs respectiv. Arcele (s,s;) au capacitățile 
i=l,k = 


d: i=l,k, iar (¢t,,t) au capacitățile bi SI, În această reţea „obişnuită” se 


caută fluxul optim. 


2.4.5 Reţele cu capacităţi de trecere prin vârfuri 
În unele modele li se atribuie capacităţi de trecere b; atât arcelor (i, j) € E, 
cât şi w, vârfurilor jeV: fluxul care intră în j nu depăşeşte w,, adică 


>, Q; Sw, j =1,n (posibil să se examineze şi costuri unitare de trecere). 
(i, j)eE$ 
Se caută fluxul optim (maximal sau de cost minim). 
În acest caz se defineşte un nou graf G, în care fiecărui vârf j din G 
i x OEEO eg E S 
cu capacitate de trecere w, îi corespund două vârfuri j şi j, şi 
bp . . . . a 
arcul (j ,j ) cu capacitatea de trecere w, (şi, esenţial, costul respectiv). In 


rețeaua G („obişnuită”) se caută fluxul optim. 


2.4.6 Reţele cu capacităţi limitate de jos şi de sus 
E posibilă condiţia 0O<a, <; <b, pentru unele arce (i, j). Prima întrebare 


care apare pentru un asemenea graf: există cel puţin un flux admisibil 
compatibil cu capacităţile reţelei? 


Construim graful artificial G° = (Ma E“) , pentru care limitele de jos 


ale capacităţilor sunt egale cu zero: 
e V° =VU(s“, a. — se adaugă la V sursa artificială s* şi 


destinaţia artificială t“; 
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e E“ = EU((nD)U!(s*,i), (jr): (i, j)eE, a; >0}, arcul (n,1) 
are capacitatea +œ, pentru fiecare arc (i, j) cu a, >0 se introduc 
două arce artificiale: (si), ( jt“) cu capacitatea a; şi se 
schimbă capacitatea lui (i, j) — devine egală cu b, —a,;. 

Se determină în G“ fluxul de volum maximal ø° din s* în t. Dacă 
volumul lui vs, = v( Pi) = Xa (toate arcele care ies din s“ şi cele ce intră 
în t° sunt saturate), iar prin (n, 1) trece Ø» atunci în G există flux de 
volum i. Într-adevăr, fie ø“ un asemenea flux. Atunci în G° lanțul 
Hi a (j, i), (i, 3) este augmental (arce: direct, opus, direct). 
„Scădem” din pp“ pe acest lanţ a, >0, obţinem un flux ø de volum 
v(5)=v(p“)-a, şi 


~ Pa ~ == A. -> a 
P, =0, Ø =0, Pj=; ta; > aj SP; Sb. 


Repetând procedura pentru toți a, >0, vom avea v(ø)=0 — fluxul 


din s° în 1“ este 0 şi aceste două vârfuri artificiale şi arcele incidente lor pot 
fi abandonate. Fluxul ø obţinut va fi pentru toate arcele cu a, >0 cuprins 


între a, şu b,. Prin urmare, rezultatul final este o „circulare” a fluxului ø 
în GU{(7,1)} şi valoarea lui v(ĝ) este p,. Pe de altă parte, este justă 
afirmaţia: dacă în G° avem vfa = v( Pia.) < Sa, atunci în G nu există flux 
admisibil. 

Remarcă. În acest paragraf au fost indicate doar unele dintre 
problemele din rețelele de transport, la a căror rezolvare poate fi aplicat 
algoritmul determinării fluxului maximal. Desigur, există şi alte modele ale 
unor probleme din aplicații pentru care poate fi adaptat acest algoritm. Pe 


rețele pot fi modelate şi probleme mai complicate, care se deosebesc de cele 
elucidate aici. 
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Capitolul 3 Teoria orarelor 


Orice lucru are clipa lui prielnică, şi este vreme pentru toate 
îndeletnicirile de sub cer. 
Septuaginta 


Nimic nu se cheltuieşte în mod mai nesocotit ca timpul. 
Dietrich 


Noi vrem să introducem fineţea şi rigoarea matematică în 
toate ştiinţele, în măsura în care este posibil. Nu în credinţa că pe 
această cale vom cunoaşte lucrurile ca atare, ci pentru a preciza 
astfel relaţia noastră ca oameni față de ele. Matematica este numai 
mijlocul celei mai generale şi profunde cunoaşteri umane. 

Friedrich Nietzsche 
Studiile sistematice şi intensive întru construirea şi analiza modelelor 
matematice ale problemelor de organizare şi planificare în timp ale 


activităţilor umane pot fi delimitate convenţional în: 


e teoria orarelor (alcătuirea orarelor calendaristice şi rezolvarea 
problemelor de ordonanţare); 


e teoria planificării calendaristice pe reţea (repartiţia timpului şi 
resurselor la desfăşurarea lucrărilor complexe); 


e teoria sistemelor de servire în masă sau a firelor de aşteptare (stabilirea 
priorităților de servire). 


Ne vom opri în cadrul acestui capitol asupra primei direcţii, celorlalte 
fiindu-le dedicate următoarele două capitole. 


3.1 Preliminarii 


Să clarificăm specificul problemelor orarelor, al modelelor şi al metodelor de 
rezolvare. 


3.1.1 Specificul problemelor 


Însăşi noţiunea de orar ne vorbeşte despre esenţa problemelor studiate: se cer 
a fi repartizate şi ordonanţate optim în timp un set finit de lucrări (cereri), 
care vor fi executate de unul sau mai multe dispozitive în diferite presupuneri 
referitoare la executarea lor, dar în condiţii de determinism complet — cu 
cunoaşterea factorilor necontrolabili, a scopului şi a restricţiilor. În asemenea 
probleme natura dispozitivelor şi a lucrărilor se consideră nesemnificativă, 
ceea ce înseamnă că se poate vorbi convenţional despre prelucrarea a n 
repere (cereri, lucrări, piese etc.) la un sistem din m utilaje (maşini, 
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dispozitive, întreprinderi etc.). Prelucrarea reperului presupune efectuarea 
anumitor operaţii. 

În teoria orarelor se aplică modul caracteristic cercetării operaţionale de a 
cerceta fenomene reale prin intermediul modelelor lor matematice. Modelele 
elucidate în continuare reflectă situaţiile specifice care apar la alcătuirea 
orarelor — necesitatea de a respecta anumite restricţii: tehnologice, de resurse, 
cerinţe ce se referă la termenele de finisare etc. Plus la aceasta, există (se 
enunță) şi un anumit criteriu în conformitate cu care se apreciază calitatea 
orarului. 

Să evidenţiem câteva caracteristici da bază ale problemelor de tip orar. 


1. Vom înţelege prin problema orarului cu o singură etapă problema 
în care fiecare dintre n repere poate fi prelucrat integral de oricare 
dintre m utilaje. Durata a, prelucrării reperului i de utilajul k se 


consideră dată, i= ln, k=l,m. Dacă ag Ya i=1,n, k =1,m, 

T Aa PR 1 5 

atunci se spune că utilajul k are productivitatea —. Dacă 
Yi 


⁄,=1, k= l,m, atunci toate utilajele sunt identice. 


2. În problema orarului cu mai multe etape procesul de prelucrare a 
reperului i include s; >1 etape (operații), i =1,n. Fiecărui reper i şi 
fiecărei etape q, l<qs<s,;, îi corespunde o mulțime M? c 1, 2,... m} 
de utilaje. Reperul i la etapa q poate fi servit de oricare utilaj k e M7. 
Dacă IM:| =], q =1,s;, i=l,n, sistemul se numeşte cu utilaje 
succesive. În acest caz, pentru fiecare reper i este indicată ruta lui 
tehnologică — mulțimea ordonată M, de indici ai utilajelor prin care 
trece consecutiv reperul îi, conform tehnologiei sale 
M, = T o de , i= In. Utilajele k;/,l<g<s;, nu numaidecât 


sunt diferite. 

Putem deosebi probleme în care toate reperele au aceeaşi rută 
(prelucrarea este de tip conveier (flux)) şi atunci utilajele se 
numerotează în ordinea 1,2,...„m în care le parcurg reperele. Se 
întâlnesc şi probleme în care fiecare reper trece prin toate utilajele, dar 
ordinea de parcurgere a utilajelor poate fi diferită pentru diferite 
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repere. Dar, în toate cazurile, dacă reperul i la etapa q este servit de 
utilajul k, timpul necesar pentru aceasta se consideră cunoscut. 


În dependenţă de problema concretă, procesul de realizare a fiecărei 
etape (operaţii) poate să decurgă sau continuu, sau se permit 
întreruperi în etapă cu continuarea ulterioară a etapei întrerupte până 
la finisarea ei deplină (nu numaidecât de acelaşi utilaj, în cazul când 
există utilaje paralele). Întreruperile pot fi momente a priori indicate 
sau arbitrare, însă se presupune că numărul lor e finit şi întreruperile 
nu duc la pierdere de timp. 


Procesul determinist de prelucrare a n repere în sistemul din m utilaje 
se descrie prin orarul de funcţionare a utilajelor. De regulă, se 
presupune că fiecare reper nu poate fi concomitent prelucrat de două 
sau mai multe utilaje şi fiecare utilaj nu poate servi concomitent câteva 
piese, adică fiecare utilaj fie prelucrează un singur reper, fie este liber. 
De aceea, orarul pentru fiecare utilaj k este o funcţie de timp 
s(t) :[0, +2) — 10,1,...,.n), constantă pe porțiuni. Dacă s,(7)=iz0, 
atunci în momentul ¢ utilajul k prelucrează reperul i. Dacă s, (7)=0, 
în momentul 7 utilajul k staţionează. Orarul complet pentru 
sistemul de m utilaje este funcţia vectorială 
S(t) = {s (t), s2(0),--- 5,(D). EL reprezintă un set de reguli care indică 


univoc la ce utilaj k şi în ce interval de timp va fi prelucrat reperul i. 


Remarcă. În unele probleme pot exista şi alte condiţii: 


1) priorităţi pentru repere: i >i,; 


2) 
3) 


A à A x v 0 
reperul i poate intra în orar numai după momentul t, > 0; 


este indicat momentul D, — termen directiv de realizare a reperului i; 


4) pe mulțimea de repere poate fi indicată o anumită relaţie de ordine 


strictă: i— j, ceea ce înseamnă că reperul j poate fi prelucrat 
numai după finisarea reperului i; 


5) procesul de prelucrare a reperului poate fi condiționat de consumul 


unor resurse suplimentare; acestea fiind limitate, nu orice orar va fi 
admisibil după resurse; 
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6) nu se admit întreruperi în prelucrare — dacă un reper începe să fie 
prelucrat la un utilaj, prelucrarea lui nu se întrerupe până nu se 
termină operaţia respectivă; 

7) trebuie de ţinut cont de necesitatea adaptării utilajelor la trecerea de 
la un reper la altul. 


În orice caz, un orar se consideră admisibil numai dacă se verifică 
toate restricțiile ce apar din formularea problemei concrete. 


3.1.2 Criterii de apreciere a orarelor 


Construirea unui orar admisibil, sau chiar stabilirea existenţei lui nu este o 
problemă trivială. Totuşi, în multe situaţii orarele admisibile se construiesc 
uşor şi apare întrebarea alegerii celui mai bun dintre ele. Una dintre metodele 
de apreciere a calităţii orarelor constă în următoarele. Fiecărui orar S(t) îi 


corespunde un vector 7(S)=(1,(S),2(S)....7,(S)), unde 4,(S$) este 


n 


momentul când se încheie prelucrarea reperului i conform orarului S(t). 

Se indică o funcţie F(y)=F(y,,....y,) — crescătoare în raport cu 
fiecare y,, adică în raport cu argumentul-vector y. 

Calitatea orarului S(t) se apreciază prin valoarea F(S) =F(7(S)). 
Cu cât este mai mică valoarea funcţiei F(S)= F(T (S)), cu atât este mai bun 


orarul. 
În dependenţă de funcţia F(y) pot apare diferite criterii. Cel mai des 
se folosesc funcţiile: 


e F(y)= max Q, (>,), unde g, (y; ) este o funcție crescătoare (i = ln); 


i=1 
În baza acestor functii se obţin criteriile: 
e F(S)=maxo,(7,(S)), numit amendă maximală, 
i=l,n 


e F(S)= Yg, (T (S)), numit amendă sumară. 
i=l 


Aici p,(7) este amenda „plătită? dacă reperul i este sfârşit în 


momentul ż, i=l,n. 
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În dependenţă de problema reală, funcţiile g, (t) pot avea o 


interpretare concretă. Spre exemplu: 


e g, (t)=at+ß, unde a, este costul unitar (pe unitate de timp) al 
aşteptării reperului i de către „beneficiarul ei, p, — costul prelucrării 


(capital imobilizat legat de aşteptarea şi obținerea reperului i); 
e œ, (t)=t-D, — deplasarea termenului de prelucrare faţă de momentul 
indicat D,;; 


e p;(1)=max!0,1-D,! — întârzierea prelucrării reperului i faţă de 


termenul directiv D,; 


e p;(1)=sign max(0,1-D,, de unde criteriul Èo, reprezintă 
numărul de repere „întârziate”. 


Să examinăm câteva exemple concrete de probleme de tip orar. 


Exemplul 1 (problema directorului). În anticameră aşteaptă audiență la director n 
vizitatori. Chestionarea lor prealabilă a permis să se precizeze că fiecărui vizitator i trebuie să 


i se acorde timpul a,. Directorul ştiind că timpul total necesar este T = da, ar dori să 


i 


organizeze audiența aşa, încât vizitatorii să aştepte cât mai puţin timp. Evident, un orar 


admisibil este o permutare din n elemente z = AR UA Notăm prin (2) momentul 


când se încheie audiența vizitatorului i conform orarului 7. Atunci, dacă vizitatorii intră în 
conformitate cu orarul z, timpul total de aşteptare este: 


Hz) X-a) e (72), 


şi poate fi interpretat ca amendă sumară cu p, (7) =t-a, i=l,n. Orarul optim va fi 


permutarea 7* pentru care F(z) ia valoare minimă. 


Exemplul 2 (problema bibliotecarului). În două numere ale unei reviste literare e 
publicat un roman (începutul romanului în numărul A, sfârşitul — în numărul B). Un număr de 


n cititori doreşte să-l citească. Fiecare cititor i a indicat numărul de zile a, şi b, în decursul 


cărora el ar dori să dispună de numerele A, B, ale revistei respective. Cum să procedeze 
bibliotecarul care ar dori să satisfacă doleanţele cititorilor săi în cel mai scurt timp? 
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În această problemă de tip orar, avem n repere (cititorii) şi m = 2 utilaje (numerele 
A şi B ale revistei). Toate piesele au aceeaşi rută — întâi sunt prelucrate la utilajul A, apoi după 
finisarea primei etape — la utilajul B. Întreruperi în realizarea etapelor nu se admit. 


Exemplul 3 (problema ciclului minimal de producere). Un lot din n piese 
(repere) trebuie prelucrate la m maşini (utilaje). 


e pentru fiecare reper i este indicată ruta lui tehnologică — mulţimea ordonată M, de 


indici ai utilajelor prin care trece consecutiv reperul i, conform tehnologiei sale: 


MR aka; 


e pentru fiecare utilaj k se indică lista reperelor care pot fi prelucrate la acest utilaj 


L, =fi: keM,), kalm: 


e d; — timpul necesar pentru prelucrarea reperului i e L, la utilajul k € M;; 


° q" 


1 


— timpul necesar pentru transmiterea reperului ie L, de la utilajul k e M, la 
utilajul [e M,, k, 1 — doi indici consecutivi din keM,;; 


O. : Sa ; aa 1 
e d; ' —timpul necesar pentru transmiterea reperului i de la depozit la utilajul k; ; 


1 


si 
e d;' —timpul necesar pentru transmiterea reperului i după prelucrare la depozit; 


° bi — timpul de adaptare a utilajului k la trecerea de la reperul ie L, la 


reperul jeL,. 


Se cere a indica pentru fiecare maşină ordinea de prelucrare a reperelor, astfel încât 
timpul total de executare a setului să fie minimal (se cere de indicat planul calendaristic 
pentru un grup de lucrări cu ciclul de producere minimal). 


3.1.3 Metode de abordare a problemei orarului 


În general, problema orarului se formalizează ca problemă de optimizare. 
Dificultatea acestei probleme este legată de multitudinea variantelor de orar 
posibile. Variantele se pot deosebi prin ordinea executării reperelor, prin 
termenele de executare sau prin executori. Totalitatea orarelor admisibile 
reprezintă o mulțime discretă cu un număr de elemente foarte mare. Deci 
problema orarului reprezintă o problemă de optimizare discretă. Pentru unele 
probleme de tip orar nu există alt mod de determinare a variantei optime decât 
examinarea tuturor variantelor posibile — fapt imposibil când numărul lor este 
foarte mare. 
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Problemele de tip orar fiind foarte diferite (conform unor aprecieri, 
numai diferite tipuri de probleme de ordonanţare sunt peste 3000), nu există o 
metodă generală de cercetare şi rezolvare a lor. Putem deosebi câteva clase de 
metode. 


Metode combinatorii 


În general, problema orarului posedă structură combinatorie complexă. Totuşi 
există cazuri aparte când orarul optim se obţine în rezultatul unor raționamente 
simple referitor la faptul cum se schimbă valoarea criteriului la transformări 
combinatorii elementare ale orarului. De exemplu, la permutarea a două 
lucrări. Totalitatea unor asemenea procedee de obţinere a orarului optim 
constituie baza metodelor combinatorii în teoria orarelor. Aplicarea lor a dat 
cei mai eficienți algoritmi de rezolvare a unor, nenumeroase, tipuri de 
probleme despre orar. Însă aria lor de aplicare este destul de îngustă. 


Modelare sau metode de optimizare discretă 


Pentru problema orarului se alcătuieşte modelul matematic, ca problemă de 
programare discretă. În unele cazuri modelul este o problemă liniară, de regulă 
cu un număr mare de variabile, o parte dintre care iau valori discrete. 
Problema poate fi rezolvată prin metoda “B&B”, întrucât în cazul liniar regula 
de dominare şi calculul limitelor sunt relativ simple. Însă, în caz general, 
aplicarea şi eficienţa metodei “B&B” depind de mai mulți factori, printre care 
şi cei numiţi: regula de dominare şi calculul limitelor. 

Vom ilustra cele menţionate prin construirea modelului pentru 
problema din exemplul 3. 


Exemplul 3 (continuare). Introducem notaţiile: 

7 i p 1, dacă reperul i nemijlocit precede reperul j la utilajul k, 
x; e {0;1}, Xj = | 
0, in caz contrar, 

r — începutul executării reperului i la utilajul k, 


tọ> T — începutul şi sfârşitul tuturor reperelor, 


A — număr mare. 
Putem deja scrie condiţiile logice: 


1) fiecare reper la utilajul k precede sau succede un singur reper: 


k k poa A 
DEVES $ x <1, Vi, jeL,, k=l1,m; 


jeLk ieLy 
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2) fiecare reper din lista L, se va prelucra: 


> > K = 1, —L, unde 1, =L, |, k =1,m; 
iel, jel, 

3) fiecare reper i (i =1,n) va respecta ruta tehnologică M, SE ki) = 
ordinea de parcurgere a utilajelor de către repere (condiții tehnologice): 


ok? kl, 
ttd; st; 


kio kik o ki o k 
ti +d; +a Sti , l=1,s;-l; 


kï KO ki 
i +d; +a; <T; 


Li 


4) pentru fiecare utilaj k (k = lm) (condiții tehnologice): 
k 


t a + <r+(i ZE; ijeL,; 
i ij j ij k 


i 


5) criteriul — minimizarea timpului de executare a tuturor reperelor (funcția obiectiv): 
T> min. 


Acest model reprezintă o problemă de programare liniară cu o parte dintre variabile 
întregi. La dimensiuni mari asemenea probleme nu se rezolvă cu succes. Există însă cazuri 
particulare care pot fi rezolvate eficient. Specificul modelului descris permite aplicarea 
metodelor de decompoziţie — pe blocuri de variabile. 


Metode euristice” 


Starea nesatisfăcătoare a dezvoltării metodelor exacte de rezolvare a 
problemei orarului a condus la elaborarea unor metode euristice, care 
determină un orar acceptabil, cheltuind pentru alcătuirea lui puţin timp şi 
resurse. Metodele euristice împreună cu metodele stohastice se includ în clasa 
metodelor aproximative şi reflectă, într-o careva măsură, experienţa acumulată 
la construirea multor orare în condiţii similare. 

Direcţia cea mai avansată în domeniul metodelor euristice o constituie 
cea legată de construirea generatoarelor de orar, care folosesc reguli (funcţii) 
de prioritate pentru fiecare utilaj: 


* Metodă euristică (de la grecescul fproxo — a găsi)— metodă de rezolvare care e bazată pe 
anumite considerente practice sau intuitive, a cărei aplicare la rezolvarea problemei date 
conduce, de regulă, la rezultate satisfăcătoare, cu toate că însăşi metoda nu e strict 
argumentată teoretic. 
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e FIFO (first in — first on) — dintre reperele gata de prelucrare la utilaj se 
ia prima sosită pentru a fi executată din considerentul: cu cât mai puţin 
aşteaptă în rând un reper, cu atât mai repede se va epuiza coada de 
aşteptare; 


e LIFO (ast in — first on) — ultimul reper sosit se execută primul. 
Considerentul: dacă careva reper a întârziat, e de dorit ca el să nu 
încurce descărcării cozii de alte operaţii (asupra reperului întârziat); 


e FOFO (first off — first on) — reperul cu timp total minimal de 
prelucrare — cel care va „pleca” primul din sistem se deserveşte 
primul. Considerent: se va epuiza mai repede setul; 


e SIO (shortest imminent operation) — se execută primul reperul cu cea 
mai „scurtă” operaţie la acest utilaj; 


e LRT (longest remaining time) — primul se execută reperul cu timp 
„rest” total maximal (cel mai „dificil” pentru operaţiile „rămase” ale 
lui). 


Dacă la aplicarea unei reguli în coadă există mai multe repere cu 
aceleaşi priorităţi, în mod aleatoriu, cu probabilităţi egale, se ia una dintre ele. 

Metodele euristice sunt comode chiar şi pentru probleme cu 
dimensiuni mari. Printre neajunsuri ar putea fi enumerate: 


e puține variante de orar construite; 
e edificila evalua cât de aproape este orarul construit de cel optimal; 


e pentru orice regulă de prioritate există probleme pentru care orarul 
construit este rău. Se evită acest „necaz” legând regula de prioritate de 
anumite clase de probleme sau prin aplicarea unor procedee de 
randomizare. 


Este imposibil a evalua eficacitatea unui generator de orare pentru o 
problemă concretă. De aceea, prezintă interes încercările de a construi 
automat generatoare în procesul de rezolvare a problemei orarului. Spre 
exemplu, se aleg r principii de prioritate: P,P... P, şi af,ai,...,ai, 


La — 
Š af =1, af 20, i=l,r, unde a; este probabilitatea cu care se adoptă 
i=l 


principiul P, la pasul k. Se caută matricea la i căreia îi corespunde orarul 
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cel mai bun. Căutarea poate fi realizată în diferite moduri. De exemplu, se 
generează aleatoriu o consecutivitate de matrice la] şi pentru fiecare dintre 


ele se construieşte unul sau câteva orare. Se alege matricea căreia îi 
corespunde cel mai bun orar. Căutarea poate fi realizată şi orientat, după 


= Sd o i S . A A k 
principiul coborârii pe coordonate, variind şi memorizând câte un element a; . 


3.2 Orarul optim pentru un utilaj 
Datele problemei: 
e n — numărul de repere existente în momentul 7, =0, care 
trebuie ordonate pentru prelucrare la un singur utilaj; 


e a, —timpul necesar pentru prelucrarea reperului i, îi =1,n; 
e întreruperi în prelucrare nu se admit. 

Fie S un orar. Vom nota prin 4;(S$) momentul când se termină 
prelucrarea reperului i conform orarului S, 7(S)=(1(S),7(8)....7,(S)). 
Calitatea orarului S se apreciază prin criteriul F(S) = F(T (S)), unde F(t) 
este o funcție crescătoare în raport cu fiecare 4. Se caută orarul pentru care 
valoarea criteriului este cea mai mică, adică avem problema: 


F(S) > min. (P) 


Evident, F(7) fiind crescătoare în raport cu 7,(S), orarul optim 


trebuie căutat printre orarele fără staționare a utilajului, deci putem considera 
că un orar se identifică cu o permutare: 


S=r=fi iei). 
Conform acestui orar, S=7= Misbah, prelucrarea reperului i, începe în 
momentul f şi se termină în momentul t, , unde: 
k-1 k 


N SY a A = da, k=1,n. 


l= =1 


z 


n 
Prelucrarea ultimului reper se termină în momentul f, = Ža, =>% a =T, 
l=1 i=l 


unde T este timpul total necesar pentru prelucrarea întregului set de repere. 
Numărul total de permutări este n!. Prin urmare, soluţia problemei 
date există, dar pentru un număr de piese relativ mare este dificil de a o căuta 
nemijlocit. 
Dacă în calitate de criteriu figurează una dintre funcțiile amendă: 
amenda maximală sau amenda sumară, atunci există algoritmi simpli de 
determinare a orarului optim. 


3.2.1 Criteriu — amenda maximală 


Să studiem problema formulată pentru cazul când criteriul ce apreciază 
calitatea orarului este amenda maximală, adică avem problema: 


F (7) = max o, (3, (x)) = max e, (7 (7), (5, (7))} > min, 
(P1) 
unde ø, (t), i= l,n, sunt funcții crescătoare, iar i (z)=T. 


Pentru problema Pl permutarea optimă z” se construieşte de la 
“coadă” — la început vom alege indicele i, al reperului care se va realiza 


ultimul. În acest context observăm că pentru orice orar 7 avem: 
min 9, (T) <p, (T) < max 9, (7 (7))...»e, (T)) =F (2), 
adică numărul min g, (T) este limita inferioară pentru valorile criteriului 
i=l,n 


F(z), iar în setul lo (3 (7))...»e, (T)) prin care se calculează F (7) 
numaidecât apare unul dintre numerele ø, (T) (careva dintre repere se va 


s x woa A = . 0 
realiza ultimul). E natural să includem în setul corespunzător orarului 7 
ò OEE AE 2 BUA S CUR 0 
căutat, cel mai mic dintre aceste numere, adică să alegem i, în permutarea z 


astfel încât e, (T)= ming, (T). Astfel, unul dintre repere — cel cu indicele i, 


a fost repartizat în orar — el se va executa ultimul. Momentul finisării ultimului 
reper dintre cele n—1 încă neincluse în orar este t, = T-a, . Cu el şi setul de 


repere rămase repetăm raționamentul, întrucât 
F (2%) = max [max lo, (7, ), noO, a )} 9, (7) A 


iar p, (T) deja e determinat în mod optim. 
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Algoritmul I: j — numărul de piese deja ordonate; 
N — mulțimea de piese încă neordonate; 
T — momentul final pentru piesele încă neordonate. 


PO. j:=0, N=41, 2), T=5a; 


P1. Repeat 
i; >argming,(T); N=N\ fiy; T=T-a, ; 
ieN d 
j:=j+l; 
until j>n. 


0 yo . š 
P2. 7 i A ARE A, — orar optim. 


În n paşi va fi construit orarul optim 7°. 


Teorema 1. Orarul z’ construit conform algoritmului I este optim 
pentru problema P1. 


Demonstraţie. Fie z* orarul optim: E (7*)<E(7), Vz. Admitem, 


pentru simplitatea scrierii, că inițial reperele sunt numerotate conform z*: 
= % * _ — 
={1,2,..nn}, t =4(7*) -Xa o, =p, (7*)= (r ) i=l,n. 
Admitem că “cozile” de la n până la [+1 în permutările z* şi z’ coincid, 


I<n, iar i =kzl (k <1). Folosind 7", construim un orar ajutător z', mai 


uşor de comparat cu z* decât m°. El se obține făcând în z* permutări 
elementare care plasează reperul k pe locul l, conform regulii din 


algoritmul 1: 
7* = | l, n r 


zi =Í L.n k-1|,|k +1.. 1), k, +1,7 k 


„Ik +1,..., L], 


Notăm: t; =7(7') — momentul sfârşitului prelucrării reperului i conform 


orarului 7, Q; =Q, (7). Atunci: 


1 x x = 


ams g! =ọ,, i=1l,k-1, l+1,n; 
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1 X 1 $ ; 

t = h — a, Q; SQ;, i=k+l1,l,; 

1 e g 1 : 1 1 K k 

f = T-Xa;=u, pi = mine (1)<e.(n)= ai = e 
j=I-+ fu 


(i, =k este ales conform algoritmului I). De aici rezultă că: 


x 
1 1 
F (z')=max pi < max p, <E(7*). 
i izk 
. 1 ea * 
Prin urmare, FE (z =F (7 ). 

Astfel, o permutare a două elemente în orarul optim z*, realizată 
conform algoritmului I, dă un orar z' de asemenea optim. Repetând procedeul 
cu orarul optim 7! la care şi elementul i, coincide cu cel din 7°, obţinem un 
alt orar optim m° cu elemente coincidente cu cele din 7° de la n până la 
l—1, ş.a.m.d. obţinem că z” este optim. 


Remarcă. Algoritmul I este valabil şi în cazul când pe mulțimea de 
repere í, Dic) este definită relaţia de ordine parțială — reperul j poate fi 
realizat numai după k şi l, spre exemplu. În acest caz i, se alege dintre acele 
repere din N care pot fi îndeplinite ultimele, i,_, din NMi,) care pot fi 


n-l 


realizate ultimele ş.a.m.d. 


3.2.2 Criteriu — amendă sumară 
Se consideră problema: 


F, (7 (S))= e (7.)> min. 
(P2) 


Să presupunem că reperele i şi k se deservesc nemijlocit unul după altul, 
începând din momentul t20. „Aportul” lor la criteriu este p,(1)+g,(7,) şi 


depinde de 7 şi de ordinea pieselor. Astfel, dacă i precede k, acest aport este: 
f(t; i, k)=a(r+a,)+a(r+a+a,), 


iar dacă k precede i: 
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f(t k, i)=e,(t+a)+o.(r+a,+a,). 


Notăm: d, (7) =f (t;i,k)-f (t;k,i). Atunci, pentru a construi un orar 
mai bun, dacă d, (£)<0 — în momentul t, când se eliberează utilajul, dintre 
două repere i şi k primul se va executa i, iar dacă d,(7)>0 — primul va 
fi k. 

Întrucât Q, (t) (t) sunt funcții crescătoare, intervalul de timp [0,T] 
poate fin împărțit în subintervale, în care d, (7)<0, d,(7)>0 sau d,(7)=0. 
Semnul d, (t) depinde de t, a,, a, şi de funcţiile ø, (t), q,(7). 

Acest principiu (în literatura de specialitate (R) — principiul comparării 
lucrărilor câte două) poate fi aplicat pentru alcătuirea unui orar, dar, în 
general, este complicat, întrucât funcţiile ø, (7) şi g, (7) cresc în mod diferit 


şi faptul că precede i sau k depinde de momentul de decizie t. Orarul 
construit după principiul (R) nu este unic şi nu e clar cât de bun este el. 
Exemplul 4. Sunt 5 repere. Vom presupune că sunt următoarele situaţii. 
În momentul +=0: d,(0) > 0 = 2 primul; 
d,(0) <0 = 2 primul; 
d, (0) >0 = 4 primul; 
d, (0) <0 = 4primul, 
de unde rezultă că în momentul £=0 primul se va executa reperul 4. El se va termina în 
momentul f = a,. Pentru acest moment se vor compara reperele rămase şi se va stabili care 
dintre ele va merge primul în momentul t = a,. 
In 1=a,: d„(a,)<0 = 1 primul; 
d,(a,) >0 = 3 primul; 
d,(a,)>0 = 5 primul, 
de unde stabilim că următorul în orar este reperul 5 care se va termina în £=a,+a,. 
În t=a,+a,: d,(a,+a,)<0 = Lprimul; 
d,(a,+a,)<0 = 1 primul, 
prin urmare, următorul este reperul 1. 
Ín t=a, +a, +a: d„(a, +a, +a,)<0 => 2 primul. 
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Aşadar, m = {4,5,1, 2; 3) este orar construit după principiul comparării lucrărilor 


câte două (R). 


3.2.3 Cazuri particulare importante 
Să indicăm aşa funcții Q, (t) „Ii= In, pentru care semnul lui d, (7) nu depinde 


de 1 şi putem stabili care lucrare se va îndeplini prima, indiferent de 
momentul £, când începe îndeplinirea lor. 


1) g (t)=at+ß, (œ >0), i=]l,n. Avem: 
d,(t)=a;(t+a,)+ 8; +a, (t+a,+a,)+ 8,- 
-a, (t+a,)- 8-a (t+a, +a,)- 2, = &,a;- a, 

k 


Ă LA ; „a, a ; 5 
şi dą(t)<0, Vt, dacă şi numai dacă — < —, care şi este condiția 
& a, 


1 


că i precede k. 


2) p(1)=ae"+f, (a, >0), i=l,n, 5>0. Avem: 


S(a;+a) ei) — 


i ôa; 5 
d, (7) =e” (ae “+ae -ae |" —a, 


= e” (ae* (1-e% )- ae?” (1-e% )), 


f bi: i o PE 1-e°™ f 
deci d, (7)<0, Vt, dacă şi numai dacă =z < z> echivalent 
Qe i ae: 


t 


1 ; ze dai 
„ care şi este condiţia că i precede k. 


5a, 


3) g (t)=ọ(t)+8, i=In, (1) — crescătoare. 
Atunci,  d,(D=o(r+a,)+o(r+a+a)-o(e+a)-p(r+a +a), 
deci d,(7)<0, Vt, dacă şi numai dacă a,<a,, condiţie ca i să 


preceadă k. 


Remarcă. Se poate arăta că alte clase de funcţii Q, (t), pentru care 
semnul mărimii d,(t), Vi,k, nu depinde de t, nu există — numai cele trei 


indicate. Pentru aceste trei clase de funcții-amendă poate fi indicată o regulă 


100 


simplă de construire a orarului optim. Definim pentru clasele de funcții 1, 2, 
a e?" —1 — 
3, respectiv, œ (i)= S œ, (i)= T A (i)=a,, i=1,n. 
i i 


Regulă. Dacă o(i)<o(k), atunci i precede k, adică un orar în 


care i precede k este mai bun decât cel cu ordinea opusă. 
Algoritmul II (pentru clasele de funcţii 1-3) 
PO. Calculăm numerele: oi), i=1,n; 
P1. Ordonăm numerele oi ) „ i=l,n, în ordinea creşterii lor. 
oli )<o(i,)<..<o(i,). 


0 Saa A R 
m Silas) — orar optim. 


Teorema 2. Orarul 1" construit de algoritmul II este optim în 
problema P2, unde g, (t), i=]l,n, sunt de tipul 1, 2 sau 3. 


. . Ru * * . v . 
Demonstrație. Fie zali RA Te orarul optim. Dacă pentru doi 


. E ESWS A . v . . . v „E 
indici consecutivi în z* nu se verifică relația din pasul PI, adică i, 

Fo „E „E : ; A ă j 
precede i, iar oli, |>oli,, l, atunci, schimbând cu locurile aceste două 


lucrări, se obține un orar 7 nu mai rău decât z* (întrucât d.. > 0), adică de 


U U+ 
asemenea optim. Repetând considerentele cu z!' succesiv vom obține că m° 
este optim. 


3.2.4 Exemple de probleme ale orarului optim pentru un 
utilaj 


Să examinăm diverse criterii în problema orarului pentru un singur utilaj. 


Criteriu — amendă maximă 
1. F(S)=max(4-D,! — deplasarea maximală în timp a reperelor în 
i=l,n 


raport cu termenele lor directive D,. Conform teoremei 1, ultimul 
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reper i, se alege din condiţia: i, : min {T-— D, } = T- max { D,} = T- D, , 
i=l,n n 


i=l,n 


adică D, =max(D,!. Astfel, orarul optim z” corespunde ordinii 


: i 
i=l,n 


creşterii numerelor D.. 


2. F(S)= max (max (0, r-D,)! — întârzierea maximală în raport cu 
i=l,n 
termenele directive D,. Aici i, se alege din condiția: 


i: min {max {0,T-D,}} = min {T- D,) = T-max {D}. 
Aşadar, orarul optim: pentru 
i:D,<T — în ordinea creşterii 


numerelor D,; pentru i:D,2T — 


indiferent, toate reperele vor fi 
terminate către momentul T O D, D, D, D, T, D, ! 
(amendă pentru aceste repere nu se 
va plăti). 

Criteriu — amendă sumară 


FE =- . ; ; 
1; 5 (S) z ` a,t, — timpul mediu ponderat de terminare a unui reper. 
i=l 


2. F (S)= Da (7 —a,) — timpul mediu ponderat de aşteptare pentru 
un reper. 

3. F (S)= Da (7, — D,) — deplasarea medie ponderată a reperelor în 
raport cu enie directive D,. 
În toate trei cazuri g, (t) =at+ß, (a;> 0), i=1,n, şi orarul 


. iza 3 e n a, 
optim se alcătuieşte corespunzător ordinii creşterii rapoartelor —. 
a 


4. p(0)=max(0; r-D), i=ln, unde D este un termen directiv către 
care trebuie să se termine toate reperele. Conform teoremei 2, aici 
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Q; (t) = p(7)+0, O, (i ) =q; — primele în orar merg lucrările cele mai 
„Scurte”; 


Dar, pentru criteriul: F, (S al J a. max 0; t —-D.} — întârziere 
2 i i i 
N iz 


medie ponderată în raport cu termenele directive D,, teorema 2 nu 


lucrează, dacă &œ,, D, sunt diferite pentru diferite repere. 


3.3 Orarul optim pentru m utilaje paralele. 
Criteriu - timpul mediu de finisare 
Datele problemei: 


e n — numărul de repere care trebuie ordonate pentru prelucrare 
la m utilaje paralele; 


e m — numărul de utilaje paralele; întreruperi în prelucrare nu se 


admit; 
e a, — timpul necesar pentru executare la utilajul k a 
reperului i. 


Orarul S constă din divizarea mulțimii de repere í, Dali în blocuri 
B,B,,....B,„» (la utilajul k se execută blocul B,) şi ordinea îndeplinirii 


reperelor în bloc — permutarea m, a elementelor din B,. Criteriu este timpul 
mediu de finisare pentru un reper: 


sau 


3.3.1 Reducere la problema fluxului de volum dat şi de cost 
minimal 

Fie, conform orarului S, reperul i se va executa la utilajul k şi după el vor 

mai urma încă | repere din blocul B,. Atunci, a, aduce un aport la timpul 

final al celor 1 lucrări care urmează după i: 
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nF(S)=(1+1)a, + termeni ce nu depind de a, 


(a, va avea în F(S) coeficientul 1, dacă i este ultimul în blocul B,, 
coeficientul 2, dacă i este penultimul ş.a.m.d.). 
Alcătuim o matrice C[nxmn], ale cărei elemente sunt aporturile la 


criteriu, corespunzătoare pozițiilor reperelor în orar. Matricea C este formată 
din n blocuri de dimensiunea [nx m]: 


C[nxmn] =| 1[a;], 2|a, |, VE n[a, ]]: 


adică Ci Coma = (1 +1) Gu, i= In, 1=0,n-—1, k= l,m, exprimă aportul la 
criteriu a faptului că reperul i a fost repartizat la utilajul k şi după i acolo 
mai urmează l repere. 

Considerăm rețeaua G cu 
mn+n+2 vârfuri: s — sursa, d — 


destinația, XX-a Yint Yam 


arcele:  (s,x,), (x>y,), (yad); 
capacitățile arcelor egale cu 1; costuri 
unitare c, =1 pentru arcele (x y ;) ŞI 


costuri nule pentru arcele (s,x,), 
(d). Oricărui orar S îi corespunde în G un flux de volum n după 


regula: dacă lucrarea i a fost repartizată la maşina k şi după ea urmează 
încă | lucrări la această maşină, atunci luăm j=lm+k şi 


pu =1, P., =l, Pal — toate n lucrări vor fi repartizate, deci v(p)=n. 
Şi invers — un flux ọ de volum n va parcurge din s în d prin n drumuri de 
tipul TEN y pd) de capacitate 1, adică vor exista n arce (xi y i) pentru care 
e, =1 (i = ln). Prezentând fiecare j sub forma j =Im+k, vom obține un 


orar, conform căruia i este repartizat la maşina k şi după ea urmează /-—l 
lucrări. Vom avea: 


n mn 


nF(S)= C(p)= 20, > pui 


i=1 j=l zii 


104 


Aşadar, problema orarului optim se reduce la determinarea fluxului de 
volum n şi de cost minimal, pentru ce se aplică algoritmul corespunzător. 


3.3.2 Cazuri particulare 


Vom evidenția câteva cazuri particulare ale problemei formulate, pentru care 
există algoritmi mai eficienţi. 


Utilaje cu productivitate diferită 

Fie a, — timpul necesar pentru prelucrarea reperului i la un utilaj etalon 
(ideal), y, >0 caracterizează productivitatea utilajului k: a, =y,a,. Dacă 
reperul i este repartizat la utilajul k şi după el se vor mai executa | repere, 
aportul lui dy la criteriu este: (1 +1)a, = [( +1) y, Ja; 


1<i<n,1<k<m, 0O<l<n-l. Alcătuim matricea: 


yo 27 e ny 


bal A RE, 


Km 2Y m TAR NY m 


Aici y4 =y,j este coeficientul cu care apare a, în criteriu dacă reperul i este 


repartizat la utilajul k şi urmat acolo de j-—1 repere din lista B,. 
Se consideră criteriul: 


1 n 
F(S) = dea 


unde c, =(1+1)7, depinde de k (utilajul) şi de 1 (de locul lui i în lista B,), 


adică de locul reperului i în orar. 
Algoritmul pentru orarul optim se bazează pe următoarea lemă. 


Lemă. Fie a >a, >..>a, şi b,b,,...„b, — două seturi de numere. O 


permutare CEE minimizează 
n 
d ab, 
i=1 
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pe mulțimea de asemenea permutări, dacă şi numai dacă 


< <...S 
b, <b, S. Sb, 


Demonstrația se efectuează schimbând cu locul doi termeni b, > b, şi 
b, > b,. Avem: 
ab; + ab, Sab, +a b, & (a -aa )(b;-b,)<0. 
20 <0 


Deci suma din lemă va fi mai mică atunci când unui număr a mai mare îi 
corespunde un număr b mai mic. 


Algoritm 


PO. Numerotăm reperele în ordinea descreşterii a, : a, Za, 2...2 a,; 


P1. Ordonăm toate elementele matricei T[mxn] în ordinea creşterii lor: 


Tar Sea Sn aie 


mnJmn 


P2. Asociem numărului a, elementul y, i=1,n, ceea ce înseamnă că 
reperul i este repartizat la utilajul k, şi după el urmează acolo 


l, = j;—1 repere — aportul lui a, la criteriu este: c;a, = Vri E Vy Jiti 
Conform lemei, acest orar este optim. 


Utilaje identice 

Dacă y, =1, k=1,m, atunci maşinile au aceeaşi productivitate, adică sunt 
identice. În acest caz a, =a; a,(1+1)=a,(1+1) şi aportul reperului i la 
criteriu nu depinde de B, — de faptul la care utilaj el a fost repartizat, dar 


numai de faptul câte repere urmează acolo după el (de /) — de ordinea lui 
în B;. Vom avea: 


F(S) = ea, 
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unde c, este cu o unitate mai mare decât numărul de repere executate după i 
la acelaşi utilaj. 

Orarul optim pentru m utilaje identice poate fi construit după 
algoritmul precedent cu: 


1 2 n 
TÎmxn]= Lia { 
1 2 n 


Algoritm 

PO. Ordonăm reperele în ordinea descreşterii duratei lor: 
a ža, Žž... A 

P1. Ordonăm elementele matricei T[mxn] în ordinea creşterii lor: 
Va Eya = Ym SY Pasi Ym SeS Yin E Yon 5E Y m 

P2. Primele m repere vor fi repartizate la utilajele 1,2,...,m şi vor fi 
acolo executate ultimele (care reper din aceste m la care utilaj e 
indiferent — a, i=l1,m va apare în criteriu cu coeficientul 1); 
următoarele m repere se repartizează consecutiv la cele m utilaje şi 
se vor executa penultimele ş.a.m.d. 


Astfel, avem orarul optim, conform căruia utilajul k execută reperele 
cu numerele: 
k, k+m, k+2m, ..., k+sm, k= l,m, s=1,2,...,k+sm<n, 
în ordinea creșterii duratei lor. 


Remarcă. Pentru problema cu n repere şi m utilaje identice poate 
figura şi un alt criteriu — timpul total de executare a reperelor: 


F (S) = max t (S)—> min. 
i=l,n 
Dacă condiţiile problemei admit întreruperea în executarea unui reper, atunci 


orarul minimal se construieşte uşor. Fie Si Atunci, F =T/m este 
i=l 


în Cui y RS T 
lungimea orarului optim, dacă nu există repere pentru care durata a, > —. 
m 
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ie cir T ; ; ; ; x 
Dacă exista d; >—, atunci lungimea orarului optim este: E = Max a,; E 
m i=l,n 


întrucât un reper nu poate fi concomitent executat la două utilaje. In cazul 
când nu se admit întreruperi, orarul optim construit conform algoritmului 


precedent este foarte nereușit pentru problema cu criteriul F (S) — la 


utilajul | nimeresc permanent reperele cele mai „lungi ”. Orarul optim pentru 
criteriul F (S) nu mai reprezintă o listă — el se construieşte dinamic: „cel 


mai lung” încă nerepartizat se execută la primul utilaj eliberat. 


3.4 Orarul optim pentru 2 maşini consecutive - conveier 

Un set de n lucrări trebuie executat în cel mai scurt timp. Fiecare lucrare i 
este alcătuită din două operaţii: A; şi B,, astfel că operaţia B, se execută la 
maşina B doar după ce operaţia A, s-a executat la maşina A. Fiecare maşină 
într-un moment de timp execută cel mult o lucrare. Sunt dați timpii necesari 
pentru executarea operaţiilor lucrării i la ambele maşini: a,, b, i=l,n. Se 


caută orarul S° cu timp minim de executare a setului: 


T(S) = F(S") = maxi, (S)— min. 


j=l,n 


Vom arăta că determinarea orarului optim revine la căutarea unei 
permutări optime. 

Un orar S prevede orarul operațiilor pentru fiecare maşină: 
S =f, S” i Evident, căutând orarul cel „mai scurt”, utilajul A va lucra fără 


staționări, deci S^ reprezintă (se identifică cu) o permutare: 
S4 4 = fisies}. 
Vom nota prin z” ={ j, ja- J} ordinea operaţiilor la utilajul B (aici între 


operaţii sunt posibile pauze). Durata orarului va fi F(S) = G 


Să arătăm la început că în orarul optim ordinea lucrărilor este aceeaşi 
la ambele maşini. 


Propoziția 1. Durata orarului S nu va creşte dacă n^ =r". 
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Demonstraţie. Să examinăm orarul S în care lucrarea i precede 
lucrarea j la maşina A, iar la maşina B invers — lucrarea j o precede pe i: 


zi] [a] fl [a] E] 
d [5] LI p E 


şi un orar S' în care a fost schimbată ordinea a două operații: A, şi A,, ca să 


corespundă ordinii operațiilor corespunzătoare B, şi B, la maşina B: 


t, =t- 
z] 3) D 
J eo EE 


Evident, în S' operația A, şi toate operațiile din suborarul ms se vor 
executa cu a, timp mai devreme. Aceasta nu afectează nici ordinea, nici 
timpul operaţiilor corespunzătoare la maşina B. Prin urmare, F(S) = F(S') şi 


putem considera că orarul S se determină de o permutare şi, în plus, există şi 
o permutare optimă. 


Propoziția 2. Durata orarului S nu va creşte, dacă lucrările se 
execută fără pauză şi la maşina B. 


Demonstrație. Examinăm timpii operațiilor de la maşina B în ordinea 
inversă: B, B, ame Be Dacă găsim două operaţii B, şi B, între care există o 
pauză 7, mărim timpul de începere atât a operației B;, cât şi a tuturor 
operaţiilor care o preced cu 7. Repetăm acest procedeu până ajungem la 
operaţia B,. Astfel, o parte dintre operaţii la a doua maşină încep mai târziu, 


dar dacă prima operaţie începe, maşina B lucrează fără întreruperi până nu le 
execută pe toate. 
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In concluzie, la determinarea orarului optim putem ignora orarele cu 
pauze. 


Lemă. Fie S un orar în care lucrarea k o precede nemijlocit pe i: 
ki. Dacă 
min (a,b. <minta,,b,), 
atunci, schimbând lucrările k şi i cu locurile: i—k, obținem un orar S 
„mai bun”: F(S') < F(S). 
Demonstrație. Să comparăm între ele două orare de acest tip. Pentru 
orarul S avem schema (cu durata operațiilor): 


c E] e) e E p 


(5) 7 


unde: t, — durata totală a operaţiilor precedente pentru A,, 
T, — durata totală a operaţiilor care succed B, la B, 
x — intervalul de timp cât B este ocupată după începerea operaţiei A, 


la A. 
Aceste mărimi nu depind de ordinea k-—i sau i— k. Doar lungimea 
intervalului 7 depinde de ordinea lor. Să-l calculăm pentru orarul S: 


T” (S)- = max {x,a} +b, = max {x+b,,a, +b,} =% , 
tr(S)=%" (S)-t = max {a, +a,, t} +b, = 
= max (a, +a,, max {x+b,,a, +b,}}+b,= 
=max {x+b, +b,,a, +b, +b,,a, +a, +b,}, 
deci: 
F(S)=4 +T +r(S)=f +T, +max{x+b, +b,,a, +b, +b,,a, +a, +b,}. 
Pentru orarul S' (i — k ) în mod analogic avem: 
F(S')=4+Ty+r(S')=t +T,+max{x+b, +b,,a; +b, +b,,a;, +a, +b,}. 


Deci, F(S')<F(S) atunci şi numai atunci când: 
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max (x+b, +b,,a, +b, +b,,a, +a, +b,} < 
<max{x+b, +b,,a, +b, +b,,a, +a, +b,}. 


Această condiție poate fi scrisă mai simplu — scădem din ambele părți 
a, +a, +b, +b, şi obținem: 


max (x —a, —a,,—4,,—b,} < max { x-a, 


;—a,,—4;,—b,} 
sau: 
min fa, +a, — x, min {a,,b,}} > minta, +a, —x,min {a,,b,}}, 
sau, echivalent: 
min {a,,b,} < min {a,,b,}. 


Astfel F(S)<F(S') dacă şi numai dacă se verifică condiția lemei. 


Teoremă. Orarul S°, în care lucrările sunt ordonate conform 
inegalității: 
min (a,b, < min {a,,b,} 


(dacă se satisface inegalitatea, atunci i precede k : i — k ), este optim. 


Demonstraţie. Fie S* orarul optim. Dacă două lucrări consecutive în 
S* nu respectă inegalitatea, schimbându-le cu locul obținem un orar S „mai 
bun”, deci tot un orar optim. Repetând procedeul un număr finit de ori, 
obţinem S° nu mai rău decât S*. Deci S° este optim. 


Următorul algoritm indică ordinea optimă de executare a lucrărilor, 
realizând o permutare 7" pentru care se satisface condiţia teoremei. 


Algoritmul lui Johnson 


PO. k:=1, l=n, N: 2an a; b, e — duratele operaţiilor; 


P1. Repeat 
j':>argmina;; jn:> argminb;; 
JEN EN 
if a; Sby then =j; k=k+; N=N\{j'}; 
else i=j" l=l-1;;_ N=NM{j"}; 
until N = Ø. 
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0 . . . yx 
P2. z => (iau LA) — permutarea optimă. 


De remarcat: dacă minimul este dintre elementele a,,a,....,a,, lucrarea 


n? 
> > . A 0 A 9 A. 29 
se plasează de către algoritm în 7 „la stânga”, în caz contrar — „la dreapta 
şi se scoate din lista N. 


Exemplul 5. Se cere orarul optim pentru execuția la două maşini a şase lucrări de 
câte două operaţii fiecare cu duratele: 


J 1 2 
aj 3 2 
bj 1 4 


Utilizăm algoritmul lui Johnson. 
PU, k:=1, n:=6, l:=6, N:={1,2,...,6}. 


PI.  j'=argmina;=4, j":=argminb, =1v 4; 
jeN jeN 


Întrucât a, = b,, atribuim i, =4, k:=k+1=2, N= NI). 


j' = argmina, =2v6, j":=argminb, =l; 
jeN jeN 


Întrucât a, > b,, atribuim i, =1, [:=1-1=5, N :=N\{1}. 


j :> are mina, = 2v6, j':=argminb, =; 
jeN jeN 


Întrucât a, =b,, atribuim i, =2, k:=k+1=3, N:=N\{2}. 


j :> are mina, =6, j":=argminb, = 5; 
jeN jeN 


Întrucât a, = b,, atribuim i =6, k :=k+1=4, N:=N\{6}. 


j > argmina; =3v5, j":=argminb, = 5; 
jeN jeN 


Întrucât a, > b,, atribuim i =5, [:=1-1=4, N :=N\ {5}. 


j > argmina; =3, j':>argminb, =3; 
jeN jeN 


Întrucât a, =b,, atribuim i, =3, k =k +1=5, N :=N\ {3}. 


Deoarece N = Ø, avem m = 4,2,6,3,5,14. Reprezentarea grafică a orarului ne va 
p g 


permite să determinăm şi timpul de executare a tuturor lucrărilor: 
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Aşadar, orarul optim de executare a lucrărilor cere timpul T(s") = 18. Orarul optim fără 


pauze şi la B se va obţine deplasând prima lucrare la B cu o unitate de timp la dreapta. 


Remarcă. Sunt posibile seturi de lucrări: N up» Npa> Na Ne (indicele 
jos indică maşinile şi ordinea de trecere a lor pentru setul N). Pentru ca 
maşinile A şi B să staţioneze cât mai puţin timp total (în asemenea situaţie 
poate staţiona şi maşina A), ordinea operaţiilor va fi: 

pentru A: Nips Nas Na 
pentru B: Ng Ng, Nag 


Lucrările din setul N, se vor ordona prin algoritmul lui Johnson; cele din 
setul N, — la fel, însă schimbând a, şi b, cu rolurile. Pentru N,, N; 


ordinea este arbitrară. Maşinile pot executa seturile fără întreruperi între 
operaţii. La maşina A pauza e posibilă numai la trecerea de la setul N, 


la N;,, la maşina B - la trecerea de la N, la N,p- 


3.5 Conveierul cu mai mult decât două maşini 


Algoritmul lui Johnson nu este valabil dacă ruta tehnologică a lucrărilor 
(conveierul) include m> 3 maşini: M,,M,,....M,. Referitor la acest caz sunt 


cunoscute următoarele rezultate: 


1. M, şi M,, de asemenea M,, şi M,, vor îndeplini lucrările în 


aceeaşi ordine. 
2. Din punctul precedent rezultă că pentru m=3 orarul optim e 


. h M. . ao lyda . 
determinat de o permutare: zi = pb =r". Deci există orar optim. 
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In general, nu există un algoritm eficient de determinare a orarului 
optim pentru conveierul cu trei maşini. Totuşi, există două cazuri particulare 
care se rezolvă eficient: 


e dacă mina, >maxb, sau minc, >maxb,, atunci pentru a găsi orarul 


i=1,n i=ln i=l,n i=l,n 
« 0 z T à 5 ae 
optim 7 se calculează: a; =a, +b, bi=c,+b,, i=l,n, şi se aplică 


algoritmul lui Johnson cu duratele a;, bi; 


e dacă lucrările pot fi numerotate aşa, încât: 


a S< a Su Si Aa 
b < b <..< b, 
Bi ea Dap SeS GS 


şi, plus la aceasta, avem a, <b,<c, i=l,n, atunci m? ={1, Dată 


este orar optim. 


În caz general, pentru m =3, orarul optim 7” se determină rezolvând 


varianta mai simplă a problemei formulate anterior (vezi paragraful 3.1). 
Păstrând notaţiile, avem: 


e ruta tehnologică pentru lucrări e aceeaşi: M,, M,, M3; 
e af — timpul necesar pentru lucrarea i la mașina k; 


e ti — momentul când începe prelucrarea piesei i la maşina k; 


e C (Dn k=1,3; 


1, dacăi nemijlocit precede j, 
° x, € {0;1}, x, = A 
0, în caz contrar. 


Se formulează şi se rezolvă problema de optimizare cu o parte din variabile 
întregi şi cu restricţiile corespunzătoare: 


f(t, x, T)=T min, 
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1) fiecare lucrare precede sau succede o singură lucrare: 


i= j=l 


2) fiecare lucrare se va executa: 


n n 


` x, =n-l; 


i=l j=l 


3) fiecare piesă i (i =1,n) va respecta ruta tehnologică — ordinea de 
parcurgere a maşinilor: 


t 20; 
tf +a <t", k=1,2; 
t +a <T; 


4) întreruperi în operații nu se admit: 


ti +a; <t +(l-x,)4, i, j=l1,n, k =1,3. 
Avem o problemă de optimizare liniară în n’+2n+1 variabile, dintre care 


n(n-1) variabile x, sunt întregi. Rezolvarea ei nu este simplă chiar şi 
pentru n relativ mic. 
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Capitolul 4 Planificarea pe reţea 


Puţini sunt aceia care îşi orânduiesc viaţa şi lucrurile după un 
plan: majoritatea, asemenea celor care plutesc pe un fluviu, nu 
merg, ci sunt purtaţi... De aceea trebuie să stabilim ce voim şi să 
perseverăm în aceasta. 

Seneca Philosophus 


Silinţă şi talent: fără amândouă niciodată nu va excela cineva; 

însă gradul cel mai înalt, dacă le va avea reunite în el. Cu silinţă, o 

minte mijlocie ajunge mai departe decât una superioară fără silinţă. 
Munca este prețul cu care se cumpără gloria. 

Graciân 


Oricare ar fi durata timpului, ştiinţa întrebuinţării lui îl va face 
lung. 
Seneca 
Organizarea şi dirijarea unei lucrări complexe necesită cunoaşterea în detaliu a 
tehnologiei ei şi a eşalonării ei în timp”. Acest lucru poate fi efectuat în baza 
rețelelor de activităţi (RA). 


4.1 Reţele de activități 


Realizarea unei lucrări complexe £ (de construcţie, de reutilare a unei 
întreprinderi, de pregătire şi lansare a unui produs nou, de cercetare etc.), 
pentru care au fost repartizate anumite resurse şi care se cere a fi terminată 
către un termen directiv 1, trebuie organizată şi dirijată operativ. 
Organizarea şi dirijarea lucrării (proiectului) £ impune cunoaşterea în detaliu a 
tehnologiei acesteia şi eșalonarea ei în timp — divizarea întregii lucrări în 
componente (activităţi, operaţii etc.) şi repartizarea lor în anumite intervale de 
timp pentru executare; adică, stabilirea unui plan calendaristic (orar) de 
îndeplinire a lor (de regulă, activităţile nu se repetă). Aşadar, planul realizării 
lucrării defineşte: 


1) totalitatea activităţilor şi ordinea lor; 
2) când trebuie începute şi sfârşite activităţile; 


3) cum trebuie repartizate resursele între activităţi (de aceasta depinde 
durata lor); 


4) cum se vor schimba parametrii planului dacă intervin întârzieri 
neprevăzute. 


* A eşalona — a diviza un întreg în părţi şi a le repartiza la intervale succesive dinainte 
stabilite. 
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Un instrument util apărut în anii '20 ai secolului al XX-lea şi folosit 
pe larg pentru planificarea în timp a unor lucrări complexe este graficul 
calendaristic (liniar) Gantt, care indică începutul şi sfârşitul fiecărei activităţi 
pentru un număr mare de activităţi, nu reflectă dependenţele între activităţi, 
dacă apar întârzieri — trebuie refăcut. 

La sfârşitul anilor '50 ai secolului trecut au fost elaborate două 
metode de planificare pe reţea: 


e MDC — metoda drumului critic (compania du Pont de Nemours) 
pentru dirijarea programelor de construcţie, apoi generalizată pentru 
alte scopuri; 


e PERT (Program Evaluation and Review Technique — metodă elaborată 
în cadrul Ministerului Apărării al SUA pentru planificarea lucrărilor de 
cercetare şi construire experimentală a rachetei „Polaris”). 


În MDC duratele activităţilor sunt deterministe (resursele, costurile şi duratele 
unei activități se determină din dependențe cunoscute empiric între aceste 
mărimi), în PERT — duratele sunt aleatorii. 

Metodele MDC şi PERT se aseamănă mult şi în prezent sunt 
considerate o metodă unică de planificare pe reţea şi dirijare operativă. 
Metoda de planificare pe reţea şi dirijare operativă include trei etape 
esenţiale: 


e planificarea structurală, 
e planificarea calendaristică, 
e dirijarea operativă. 


Etapa planificării structurale prevede divizarea lucrării £ în activităţi, 
determinarea legăturilor (tehnologice, logice etc.) între activităţi şi indicarea 
duratei lor, construirea unui graf orientat, numit reţea de activități (RA) — 
modelul realizării lucrării complexe £. RA reprezintă grafic legăturile dintre 
activităţi, permite o analiză în detaliu a tuturor activităților şi, dacă e necesar, 
introducerea unor schimbări în structura planului de realizare a proiectului 
până la începerea executării lui. Dar, mai important este rolul RA la 
construirea planului calendaristic. 


Etapa planificării calendaristice presupune crearea graficului 
calendaristic care indică momentele când se va începe şi se va sfârşi fiecare 
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activitate; evidenţiază activităţile critice — cele care necesită o atenţie 
deosebită pentru a termina lucrarea £ în termenul indicat. Pentru activităţile 
necritice planul calendaristic permite a calcula rezervele lor de timp care pot fi 
folosite în cazul când asemenea activităţi întârzie sau pentru a economisi 
resurse. 

La construirea planului calendaristic se ţine cont de resursele 
disponibile, întrucât realizarea paralelă a unor activităţi poate fi imposibilă din 
cauza resurselor limitate. În acest sens şi sunt importante rezervele totale de 
timp ale activităților necritice. Mutând o activitate necritică într-o direcție sau 
alta în timp, dar în limitele rezervei ei totale de timp, poate fi micşorat 
consumul total de resurse sau nivelat (uniformizat) consumul lor în timp — 
asigurată îndeplinirea programelor cu un contingent stabil de muncitori şi de 
alte resurse, care, în general, diferă mult la trecerea de la unele operaţii la 
altele. 


Dirijarea operativă include folosirea RA şi a planului calendaristic 
pentru totalizări periodice ale mersului lucrării. Se analizează RA şi, dacă e 
necesar, se corectează prin elaborarea unui nou plan calendaristic pentru restul 
lucrării £. 


4.1.1 Planificarea structurală 


Planificarea structurală reprezintă prima etapă a planificării pe RA. In această 
etapă lucrarea L se divizează în activități, se stabilesc relațiile de precedență 
între activităţi şi duratele lor de execuţie: 

1) lucrarea complexă £ se divizează în părți componente numite 
activități:  A,A,...„A,., care, de regulă, pot fi de trei feluri: 
propriu-zise (care consumă timp şi resurse), aşteptări (consumă numai 
timp) şi fictive (nu consumă nici timp şi nici resurse); 

2) pentru fiecare activitate A, se stabilesc activitățile care o preced sau o 


condiţionează; 


3) se indică durata fiecărei activităţi A, (şi resursele necesare pentru 
realizarea ei); 


4) se construieşte rețeaua de activități (RA) — graful orientat G care 
reflectă integral legăturile existente între activităţi şi redă schematic 
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întreg planul de executare a lucrării £. La construirea RA se respectă 
anumite reguli de prezentare: 


a. fiecare activitate A, se reprezintă printr-un arc, a cărui 


orientare corespunde desfăşurării activităţii în timp — 
capetele arcului (vârfurile) marchează, respectiv, 
evenimentele: începutul şi sfârşitul activităţii A,; 


b. relaţia de ordine între activități se realizează prin 
evenimente (vârfuri): dacă A, poate începe imediat după 


terminarea activităţilor A,,A,,4, atunci vârful final al 
arcelor corespunzătoare A, A,,A, (care, în general, se pot 


termina în diferite momente de timp) va fi vârf inițial al 
arcului corespunzător A;; altfel spus, acest vârf comun al 


lor reprezintă evenimentul care concomitent semnifică că 
s-au sfârşit toate activităţile nemijlocit precedente lui 
(arcele corespunzătoare lor intră în acest vârf) şi încep 
activităţile care-l urmează imediat (acestora le corespund 
arce care ies din vârful comun); 


c. printre evenimentele RA se disting două — startul s şi 
sfârşitul (finalul) f al lucrării £; startului nu-i precede nici 
o activitate — în vârful iniţial s nu intră nici un arc, iar din 
cel final f nu iese nici un arc; pentru orice alt vârf 
(intermediar) numaidecât există arce care intră şi ies din el; 


d. orice două vârfuri pot fi unite nemijlocit cel mult cu un arc; 
pentru a respecta această regulă se folosesc activități 
fictive; activităţile fictive pot apărea şi pentru a reda 
adecvat unele dependențe între activitățile reale (logice, 
tehnologice, de resurse); de exemplu, dacă activităţile 
A,, A, încep după A,, apoi după terminarea lor urmează A, 
şi pentru a evita arce paralele în RA se introduce activitatea 
fictivă A; dacă A, A, preced A,, iar A, precede A,, atunci 


pentru a reda această situație se foloseşte o activitate 
fictivă Aj; 
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e. în RA nu există circuite — începutul unei activități 
precedente nu poate fi sfârşitul unei activități următoare; 
prin urmare, în RA drumurile sunt simple şi pot fi 
caracterizate prin numărul lor de arce componente. 


Numerotarea vârfurilor în RA se face consecutiv şi ordonat după 
ranguri, aşa încât vârfurilor de rang mai mare li si atribuie numere mai mari. 
Rangul unui vârf este egal cu numărul maxim de arce în drumurile ce leagă 
startul s al lucrării cu acest vârf. Ordinea numerotării vârfurilor de acelaşi 
rang nu contează. Astfel, startul lucrării s are rangul zero şi 1 se atribuie 
numărul 1 — cel mai mic. Suprimând vârful 1 şi arcele incidente lui din RA, 
obținem un set de vârfuri în care nu intră nici un arc — vârfurile de rangul 1. 
Le numerotăm consecutiv: 2,3,...1. Suprimăm vârfurile de rangul k (k>0) şi 
obținem vârfuri în care nu intră nici un arc — vârfuri de rangul k+1. Le 
atribuim numerele de ordine. În final, sfârşitul f al lucrării va avea numărul 
cel mai mare n. 

Aşadar: 


e Rangul vârfului j este numărul maxim de arce în drumul ce uneşte 
vârful 1 cu vârful j. În reţeaua de activităţi acesta este numărul de 
activităţi precedente evenimentului j. 


e Intr-un vârf de rang k intră numai arce din vârfuri cu rang mai mic. 


e Pentru orice arc (i,j) din reţeaua de activități va avea loc i< j — 
evenimentul i precede evenimentului j. 


e Intr-un drum din 1 în n vârfurile sunt parcurse în ordinea creşterii 
numerelor lor. 


4.1.2 Planificarea calendaristică 


Planificarea calendaristică reprezintă a doua etapă a planificării pe 
RA. În această etapă se determină parametrul principal al lucrării £ — durata 
de execuţie în baza drumului critic, dar se evidențiază şi un şir de parametri, 
ale căror valori reflectă organizarea şi desfăşurarea lucrării, se construieşte 
graficul (planul) calendaristic. 
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Drumul critic 

Notăm prin d, durata activităţii (i, j) din reţeaua de activităţi. Durata T a 
realizării lucrării complexe £ este egală cu suma duratelor activităţilor situate 
pe drumul „cel mai nefavorabil” care uneşte 1 (startul lucrării) cu n (sfârşitul 
lucrării). Acest drum, evident, de lungime (durată) maximă se numeşte drum 
critic, vârfurile lui — evenimente critice, arcele — activităţi critice. Drumul 
critic poate să nu fie unic. 

Dacă 4, ={1,ġ,.. i n} este drum critic, atunci £ are durata: 


T =1(4,)= 3 d, 


(i i) 


Vom nota prin t, momentul apariţiei evenimentului i. 


Evident, momentele realizării evenimentelor critice sunt: 


t =0, t =6,+d, V(i de Hn t, =T. 


ij? 
Esenţial pentru activitățile critice este faptul că orice activitate critică 
(i, j)€ pa, trebuie executată exact în intervalul de timp EA t |] (începutul 
activităţii în momentul £;, sfârşitul — în £,). O întârziere în executarea măcar a 


uneia dintre ele conduce la mărirea duratei lucrării £. 


Evenimente necritice 
Pentru evenimentul necritic i există un interval de fluctuaţie ka o 


astfel că evenimentul i poate apărea în orice moment ©, din acest interval 


fără a perturba datele fixate ale activităților critice, în particular durata T a 
lucrării £. 


min 


Termenul minim, notat cu t?™ (timpul aşteptat al evenimentului i), 


este timpul minim ce trebuie să se scurgă de la începutul lucrării până când are 
loc evenimentul i pentru ca toate activitățile ce-i preced să se poată îndeplini 
nestânjenite (în duratele programate). Timpul minim este, totodată, cel mai 
devreme moment al începutului tuturor activităților care pornesc cu 
evenimentul i. El se calculează începând cu i=1 (în sens direct): 


je = 0; t™ = max fa + dy}, i=2,n, t" =T. 
(k,i)eRA 
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Numeric £™ este lungimea drumului maximal din 1 în i: 2" =maxd ( 44 i) 


Termenul maxim sau timpul limită al evenimentului i — cel mai târziu 
moment când poate apărea evenimentul i fără a perturba momentele critice, 


max 


notat £;"”, se calculează începând cu i =n (în sens opus): 
în =T; 17% = min (27% d), i=n-1,1 
GjeRA i 7 J 


max 


Astfel, numeric 4” este diferența dintre T şi lungimea drumului maximal 


din i în n, adică £" =T —max d ( 4). Evident, pentru evenimentele critice 


min max 
sa. =t, 


avem f, 


Pentru orice activitate (i j ) sunt adevărate relațiile: 
t; +d; st; , Vj >i, (i, j)€ RA; 
+d; <t; , Vj>i, (i, j)eRA. 
Marja sau rezerva de timp a evenimentului i este 
R, = pr — pri ",i=l,n. Ea indică cu cât poate întârzia evenimentul i față 
de 1" fără a afecta datele fixe ale evenimentelor critice. O activitate A, este 
critică, dacă şi numai dacă se verifică: 


pin pin = > P şi m in gmin =d. 


= pax 
i i >t j> tj i ij” 


Activităţi necritice 

Activitatea (i, j) durează d, şi se poate desfăşura în intervalul de timp 
Ea ai Atunci f BE uzi +d, | reprezintă termenele minime de 
executare a activității (i, j ) (în condiția că activitățile precedente se termină 
către momentul t™™" ), iar [e t7 -dj t; »] — termenele maxime de executare a 
activităţii (i i ) (aceste termene vor afecta rezervele de timp pentru activitățile 


următoare — ele nu vor mai putea fi începute devreme). 


İt Marjă — rezervă de care se poate dispune în anumite limite. 
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Marja sau rezerva totală de timp pentru activitatea (i, j) reprezintă 


diferenţa dintre lungimea intervalului maximal de timp când ea poate fi 
executată şi durata ei: 


J l 


R“ a —77)-d,. 


Ea indică cu cât poate fi deplasat începutul activităţii (i, j) faţă de 1; (cu cât 
pot fi slăbite cerinţele față de activităţile precedente) sau cu cât poate fi 
prelungită durata activităţii (i, j ) fără a afecta durata întregii lucrări £. Dacă 


rezerva (marja) totală se utilizează integral pentru dilatarea activităţii (i, j ), 


atunci se diminuează atât rezervele (marjele) activităților ce o preced, cât şi a 
celor ce-i urmează. 
Marja sau rezerva liberă de timp pentru activitatea (i, j) se calculează 


în condiția că toate operațiile încep devreme: 


RÈ A m )-d,, 


ij j i 


şi arată cu cât poate fi amânat începutul activităţii (i, j) faţă de £"" sau cu cât 
poate fi prelungită activitatea (i, j ) fără a consuma din rezervele de timp ale 
activităților următoare. 

O activitate necritică (i, j) poate avea sau nu rezervă liberă de timp, 


întrucât R? 


20. Ea întotdeauna dispune de rezervă totală R; >0, dar 
această rezervă nu aparține numai ei. Într-adevăr, diferența T-d ( Îl, ) 
reprezintă rezerva totală de timp a drumului 44, — indică cu cât ar putea fi 
prelungite, sumar, activitățile acestui drum fără a mări T. Mai observăm că 


max 


din definiţia momentelor mi D rezultă 


Rp" =T -max d ( u „)- max d (pu, )-d, =T- max d(m,)=T-d( fn) 


Min (i, j)€kn 


unde ñ, este drumul de lungime maximală care conține arcul (i, j). 


Structura acestui drum poate fi doar următoarea: el este constituit din 3 
fragmente (fn, = {fr Õu Îi) astfel încât primul şi ultimul coincid cu 


fragmentele respective ale drumului critic 44, ={44r> Lu» Hm» adică 
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Îl = is Îlm = Hm» iar al doilea îi, care conţine activitatea necritică (i, j), 
diferă de 4„. Aici e posibil k =1 şi (sau) l =n, deci fragmentele comune pot 
fi şi numai evenimentele critice 1 şi (sau) n. Astfel, rezerva totală Ry nu 
aparține numai activității necritice (i, j ), ci şi întregului drum maximal f, 
care o conţine; mai precis, fragmentului acestuia ñ; de durata 
d ( ii) STA Õa)-T', unde T’ este lungimea fragmentelor comune ale 
drumului maximal 44, cu cel critic (fragmentele critice nu au rezerve de 
timp). 

Dacă activitatea necritică (i, j) consumă toată rezerva R", adică 
durează d, + R;, atunci celelalte activități necritice din ñ; nu vor mai avea 
rezerve de timp — cele care preced (i, j ) se vor executa devreme, cele care o 
succed — târziu, dar exact în termene — drumul 44, devine şi el critic. 

Rezerva R; nu caracterizează pe deplin intensitatea cu care ar trebui 
să fie executată activitatea necritică (i, j ) şi importanţa ca ea să fie realizată 
în timpul d,. Aici totul depinde de activităţile afectate prin prelungirea ei. 
Intensitatea cu care se lucrează pentru a realiza activitatea (i, j) în timpul d; 


am putea să o considerăm unitară. Dacă durata se măreşte, intensitatea 
executării activității se va micşora. Desigur, e de dorit ca intensitățile 
activităților dintr-un drum să fie cât mai uniforme. Aceasta ar fi aşa, dacă 


rezerva totală R'™* a drumului ®, ar fi repartizată uniform, mărind fiecare 
Hu 


ij 
tot 


unitate de timp cu f=——. În asemenea caz am avea 
d (În) 
(1+ f)d(â)=d(aa). De unde: 
du) 1 Rp 


(a) 1+8 d d (ta) 


Indicatorul &, se numeşte coeficient de intensitate a activității necritice (i, j ). 


Evident, 0<a, <1. Cu cât œ, e mai mare, cu atât mai multă atenție se va 
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acorda activităţii necritice, întrucât prelungirea ei cu mai mult decât Jd, 


privează duratele celorlalte. 


Construirea graficului calendaristic 
Cunoscând duratele activităţilor pentru RA, se determină drumul critic, se 
calculează: 1", 4”, Rp", RP. Cu aceste date se construieşte graficul 


j > ù 
calendaristic pentru lucrarea £. Axa orizontală reprezintă timpul, pe cea 
verticală se vor indica activitățile. Fiecare activitate (i,j) se va reprezenta 


printr-un segment paralel cu axa timpului, cu linie continuă pentru activitățile 
critice şi punctată pentru cele necritice. Extremitățile segmentului 


corespund 1" şi 1", Evenimentele i şi j se indică la extremităţile 
P ŞI 7; ŞI J 


respective, iar deasupra se scrie durata d,. Activităţile se ordonează pe axa 
verticală în ordinea creşterii indicelui i, iar pentru acelaşi i — în ordinea 
creşterii j. 

Suplimentar, în grafic poate fi evidenţiat aparte, deasupra, drumul 
Critic. 

Rolul rezervelor totale şi libere de timp ale activităţilor necritice pentru 


alegerea termenelor calendaristice de executare a lor se explică de următoarele 
două reguli: 


1) dacă R} =R'*, atunci activitatea (i,j) poate fi executată în orice 
ij ij J) P 


interval de timp între 4" şi t)”; 


i 


2) dacă RP <R;, atunci începutul activității (i, j) poate fi deplasat în 


| R in 
raport cu 4; nu mai mult decât cu R; 


termenele de executare a activităților care o succed nemijlocit. 


, neinfluențând în aşa caz 


Astfel, condiția R? < R; indică la faptul că termenele calendaristice 
definitive ale activităţii (i, j) nu pot fi fixate înainte de a controla cum vor 
influenţa ele termenele de începere ale activităţilor care o succed nemijlocit. 

Exemplul 5. Să se determine termenul de executare şi să se construiască graficul 


calendaristic pentru lucrarea complexă care este divizată în activităţi, ale căror date sunt 
prezentate în tabel. 
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Activităţi, 


A etapă Durata 
A, - 3 
A, = 2 
A, A, 2 
A, A, 3 
A, A, 2 
A; A, A, 3 
A, A, A 2 
A, A A 7 
5 
A; As, A 6 
A, A, 
Aio A 5 


ua 


Se construieşte RA şi se determină drumul critic (evidenţiat în desen) conform căruia 


termenul minim de executare a lucrării este T = 19. 
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Pentru fiecare eveniment (vârf) au fost calculate momentele la şi ja , prezentate 


în desen în dreptunghiuri lângă vârfuri. Duratele, intervalele [E m] şi rezervele de 
timp calculate pentru fiecare activitate sunt ordonate în tabelul ce urmează. Vom avea 


întotdeauna Rọ =0 numai pentru activitățile critice. Pentru cele necritice e posibil R; >0, 


iar R = 0 (de exemplu activitatea (1,2)). 


tivități, 


5) Durata t aj t Pi 
2) 2 0 4 
3) 3 0 3 
4) 2 2 6 
4) 3 3 6 
5) 2 3 6 
5) 0 6 6 
6) 3 6 13 
7) 2 6 19 
6) 7 6 13 
7) 5 6 19 
7) 6 13 19 


În baza datelor din tabel putem construi graficul (planul) calendaristic de executare a 
lucrării. 
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3 9 3 00 i © D 
OERE E 5 E ROERE o, 
e 1 8 
a pr N pl ae i % 
AU pasuni d neteda © 
i (OKO) 
„9-29 
Fo) 3 e; 
pi 2 8 
o 3 Q 
2 la 
ăi x 13 19 t 


Acelaşi grafic calendaristic poate fi reprezentat şi în baza RA, prin desfăşurarea 


grafului în timp, corespunzător momentelor de timp LSE, i = 1,n. In asemenea reprezentare 


mai uşor se urmăreşte realizarea lucrării în timp şi mai uşor pot fi intuite modificările care 
trebuie efectuate ca să se optimizeze planul calendaristic de realizarea a lucrării. 
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4.2 Reţele probabilistice de activități 

Metodologia planificării pe reţea poate fi aplicată şi în cazul când 
duratele d,, (i, j)e RA, sunt mărimi aleatorii independente, continue, legile 
de repartiție ale cărora sunt cunoscute. Asemenea RA se numesc 
probabilistice şi pentru ele toţi parametrii numerici, inclusiv durata T a 
lucrării, sunt mărimi aleatorii. Chiar însuşi drumul critic poate fi diferit la 
diferite realizări ale duratelor aleatorii d,. 


Analiza RA probabilistice se efectuează lucrând cu mediile d, ale 
duratelor şi dispersiile lor Oj. Dacă orice drum din 1 în n conţine un număr 


suficient de arce (în aplicaţii nu mai puţin de 5), atunci se poate considera că 
lungimea lui (aleatorie) are repartiție normală, deci şi media şi dispersia 


lungimii se calculează sumând mediile d, şi dispersiile o; ale arcelor 


y 

componente. Se determină (cu d, ) drumul critic, media T a duratei lucrării £ 
şi dispersia ei o”. Dacă dispersiile drumurilor nu sunt prea mari, drumul critic 
determinat (cu d,) se va menţine acelaşi, indiferent de realizările duratelor 


activităţilor. În asemenea caz, concluziile respective pot fi trase folosind acest 
drum critic. Pentru variabila aleatorie T (durata lucrării) cu repartiție 


129 


normală, cunoscând media ei T şi dispersia o”, se calculează 
probabilitatea P(T <T) că T nu va depăşi termenul directiv T). 
Dacă P(T <T,) e mică (mai mică decât 0,3), atunci sunt necesare măsuri de 


urgentare a realizării lucrării £. Dacă P(T<7,) e semnificativă (spre 


exemplu, mai mare decât 0,8), atunci cu suficientă certitudine se poate 
programa realizarea lucrării £ în termenul directiv T). Uneori prezintă interes 


întrebarea opusă: pentru care 7, e posibilă realizarea la timp a proiectului cu 


certitudinea (probabilistică) dată? 
Menţionăm că în aplicaţii repartiţia duratei d, se consideră de tip 


„beta” şi atunci pentru calcularea mediei d, ŞI dispersiei o; (numai ele se 
folosesc la analiză) e suficient ca specialiştii să indice 3 valori: d — durata 
minimă posibilă pentru acest (i, j ) (optimistă), d; — cea mai mare durată 
posibilă (pesimistă) şi durata cea mai probabilă, sau chiar numai d; Palins 


((î.j)eRA). 


4.3 Optimizarea reţelelor de activităţi 
Să analizăm cum pot fi optimizaţi parametrii RA. 


4.3.1 Optimizarea analitică 
Fie că pentru executarea lucrării £ se folosesc r tipuri de resurse. Vom nota 
prin e cantitatea de resurse suplimentare de tipul k alocate activităţii (i, j ). 


De remarcat că asupra i nu se impun restricții de semn, dar întotdeauna r 
este limitată: a; < i < p: k=1,r, (i, j)ERA, unde p; >0 constituie 
cantitatea maximă care are rost de alocat activității (i j ) ; a; < 0 — cât putem 
lua maxim de la activitatea (i, j) ca aceasta să mai poată fi realizată cu 
cantitatea rămasă. Durata realizării ø, depinde de x, e R' şi este o funcție 
necrescătoare în raport cu argumentul: din x, Să, rezultă că 
P; (x,)2 P; (&,) „V(i,j)eRA (9,(0)=d, — duratele indicate iniţial de 
specialişti). 
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Dacă notăm prin 4, momentul apariției evenimentului îi, prin 


A (RI ) eR” — planul calendaristic de executare a lucrării £, atunci 


putem formula următoarele probleme care pot să apară în legătură cu 
realizarea lucrării £: 


1. Minimizarea duratei lucrării (prin alocarea de resurse suplimentare 
limitate): 
t, —t > min, 


t, =t; > p), (i, j) ERA, 
_] k. k ei k i E 
sexi Ii > 0,(, j)eRA, 5 Xj Sr =i). 
(i, ERA 
2. Minimizarea duratei lucrării (prin redistribuirea resurselor inițiale): 
t, —t — min, 
t, =t 2 p; 3), (i, D e RA, 
ke E i: I 
sex- (i : 3 Xj =o =ir}. 
(Gi, j)eRA 
3. Optimizarea costului, când timpul directiv este dat: 
f(x) —> min, 
bn — ti < To, 
t,—t, >0,(X)U, j) € RA, 
xeEX, 


unde f(x) reprezintă costul total al resurselor, iar mulțimea X reflectă 
restricțiile impuse resurselor şi modul de folosire a lor. Însă, 
dependența duratei de resurse concrete, adică funcția ø; este 
complicată şi greu de aproximat în probleme concrete. De regulă, 


specialiştii operează cu dependența „durată-cosr” — intuitiv sau din 
experiență ei pot indica că cu cutare sumă de bani poate fi organizată 


realizarea activității (i SJ ) în anumit termen. 
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Optimizarea „cost-durată” 

Devizul de cheltuieli pentru executarea lucrării £ prevede cheltuieli 
directe — o sumă C, destinată inițial realizării activităţilor, şi indirecte — 
cheltuieli administrative plus cele legate de imobilizare de capital. La 


alcătuirea RA se consideră doar cheltuielile directe — de ele depind resursele 
disponibile ale executorului şi, implicit, duratele activităților. 


Din perspectiva tehnologică o activitate (i, j) se poate desfăşura cu o 


durată d, cuprinsă între două limite cunoscute empiric: 
min max 
7 mia că A 


şi depinde de suma de bani c, alocată pentru realizarea ei (numită costul 


activităţii), astfel încât o micşorare a duratei conduce la creşterea costului. 
Valoarea dy”, numită „regim normal”, reflectă faptul că o mărire a 


duratei de executare peste d;” nu mai dă economie de bani, iar 


valoarea d", numită „regim intensiv”, reflectă faptul că o alocare 


suplimentară de resurse nu poate micşora durata de executare. In aplicații se 
consideră că dependența duratei activității (i,j) de costul ei este liniară 


(funcția d, (c) care este descrescătoare şi, în general, complicată, se 


aproximează liniar), adică: 


dr — gnih 
— gmin __ „max _ ü ij 
d; (c) ii d; +k; (c; Cj ), k; ~ min __ „max <0. 
Cj Cij 


De regulă, duratele indicate inițial de specialişti pentru construirea RA 
sunt normale, adică d Determinarea drumului critic, a duratei T şi a 


rezervelor de timp în RA construită inițial, serveşte ca bază pentru a cerceta 
chestiunea principală: cum trebuie să fie programul de realizare a lucrării £ 
care va fi implementat? Problema alegerii lui reprezintă o problemă de 
optimizare multicriterială tipică. Calitatea unei variante de plan (de RA) 
construite se va evalua după mai mulţi indicatori, în funcţie de scopurile ce şi 
le pune decidentul (conducătorul proiectului). În calitate de criterii parţiale 
servesc doi indicatori principali — durata T de realizare a lucrării £ şi costul 
realizării ei (cheltuielile totale). Pentru aceste două criterii au fost indicate 
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inițial valorile dorite — termenul directiv 7, şi o anumită sumă din care C, 


este costul activităților. Atât pentru criteriul „cos?”, cât şi pentru criteriul 
„durată” sunt preferabile valori mai mici — cerinţe, evident, contradictorii 
pentru planul de realizare a lucrării £. În problemă mai pot figura şi alte 
criterii parţiale ce se referă la modul de folosire a resurselor: 


e nivelul de folosire a unor resurse în timp trebuie să fie limitat sau 
constant (de exemplu, lucrarea £ se va executa cu un număr constant 
de muncitori); 


e anumite resurse se vor folosi cât mai uniform în timp. 


Dacă varianta iniţială a RA este construită cu d;”, v(i,j)eRA, 


(regim normal), atunci valoarea criteriului T (durata) va fi maximală, iar 
costul activităţilor — minimal: 


Cin 2 P3 E 
(i, j)eRA 
Construind o altă variantă a RA cu d o v(i, j)€RA, (regim intensiv), vom 
afla alte valori extreme — durata T™ şi costul corespunzător al 
operațiilor C™™. Evident, valorile inițiale indicate (dorite) pentru lucrarea £ 
trebuie să verifice condițiile 7, > 7™, C, 2 C™, altfel lucrarea în genere nu 
va putea fi realizată în timpul 7, sau cu suma C}. 

Un program de realizare a lucrării £ va fi pe deplin determinat de 
momentele t, i=l,n, de apariție a evenimentelor şi de costurile 
c; (i j)€RA, ale activităților. 

Problema adoptării unui plan calendaristic acceptabil, considerată ca 
problemă bicriterială ie, see, se formulează astfel: 

a) Cj +C,( )— min, 
(i, jJERA (1) 
f, (t,C)=T =t, > min, 
în condițiile: 
t,- >d,(c,), ij=ln, (i, j)eRA, A 
ci <e se, ij=l,n, (i, j)eRA, 


y 
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unde t=(f,..,t,), C=[e, |. £ (î.C) este costul realizării lucrării, f, (t,C) - 
durata executării lucrării, C,(7,) reprezintă cheltuielile indirecte şi este 


funcție crescătoare de durata T =,. 


Problema adoptării planului de lucru acceptabil se complică şi mai 
mult în cazul când se ţine cont şi de criteriile ce se referă la modul de folosire 
a resurselor, întrucât ar trebui cunoscută dependenţa complicată a duratei de 
tipuri concrete de resurse, iar criteriile respective, referitoare la resurse, sunt 
greu de formalizat. 


Dacă admitem că toate funcţiile d, (c,) şi C, (7, ) sunt liniare, atunci 


problema (1) — (2) este o problemă bicriterială liniară. 

Cercetarea problemei (1) — (2) cu scopul adoptării unui plan eficient cu 
valori acceptabile ale criteriilor „cos? şi „durată” nu prea are perspective în 
condiţiile când pentru probleme reale numărul de activităţi este mare, iar între 
valorile criteriilor f, (t,C) („cosr”) şi f,(t,C) (durată) există o relaţie 


complicată. De aceea, în locul problemei „cosr-durată” (1) — (2) pentru 
adoptarea unui program acceptabil se cercetează probleme de optimizare 
pentru unul dintre criteriile „durata” sau „costul activităţilor”, în condiţia că 
valoarea celuilalt este fixă (se neglijează cheltuielile indirecte, dar pentru a 
decide referitor la implementarea programului se va ţine cont şi de acestea). 
Astfel, costul inițial C, al activităților fiind dat, programul de lucru se 


caută rezolvând problema de optimizare liniară: 


T =t, > min, (3) 
ti- >d,(c,), ij=l4n, (i, j)eRA, 

CR <e se", ij=l,n, (i, j)eRA, (4) 
(i J)ERA B 


Soluția problemei (3) — (4) va indica momentele t, , i=1,n, şi duratele d; 
care asigură cea mai mică durată T* posibilă la costul C, dat al activităților. 
Fie RA construită pentru duratele d, indicate inițial, deci cu costurile 


costul activităților fiind dat y c; = Co. Dacă pentru RA 


(i, j)eRA 


respective Co 
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durata calculată T depăşeşte termenul directiv 7, (adică nu este acceptabilă), 
atunci problema precedentă (3) — (4) poate fi formulată echivalent ca o 
problemă de corecție a RA (a duratelor activităţilor) — de minimizare a duratei 
lucrării prin redistribuire de resurse între activităţi. Notând prin x, (fără 
restricţie de semn) creşterea (necunoscută) a costului operației (i, j} vom 
avea problema: 

T =t, > min, (5) 


t,- >d +d (c;+x,) ij=l,n, (i,j)eRA, 


ESER Se i, j=l,n, (i, j)e RA, (6) 
> x, =0. 
(i Î)ERA 


Soluţia problemei (5) — (6) va indica momentele a i=1,n, de apariție a 


evenimentelor şi duratele d, =d; e, +X; ) (i, j) ERA, (adică şi corecțiile 


d; -d, ale duratelor d, iniţiale) care asigură T* minimal la costul C,. 
Evident, T* nu depăşeşte T (lungimea drumului critic); deci, pentru a avea 
durata 7* vor fi „comprimate” duratele activităţilor critice, ele realizându-se 
mai intensiv — lor li se vor distribui resurse suplimentare „scoase” de la 
activităţi necritice, care dispun de rezerve de timp, ale căror durată se va mări. 

Dacă T* calculat din una dintre problemele (3) — (4) sau (5) — (6) nu 
verifică condiţia T* < 1, aceasta înseamnă că lucrarea £ nu poate fi realizată 


în termenul directiv T, la costul C, al activităților şi atunci, pentru a micşora 
durata ei este necesară o alocare de capital suplimentară la suma C,. In acest 


caz apare problema unei corecţii a duratelor în RA care să garanteze realizarea 
lucrării în timpul T, cu o alocare minimă de resurse suplimentare: 


Dă x; = min, (7) 
(i FRA 
t, <T, 
= >dj+d, (e, +a), ij=Ln, (i j)eRA, (8) 
CU stea aa i, j=1,n, (i, j)eRA. 
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Problemele (3) — (4), (5) — (6), formulate supra, reprezintă probleme de 
optimizare liniară monocriterială ((3) — (4) este liniară când funcţiile d, (c,) 


sunt liniare) şi pot fi rezolvate prin metodele corespunzătoare. 


4.3.2 Optimizarea euristică 
Calitatea oricărui plan de realizare a unei lucrări £ se apreciază, în primul 
rând, prin două criterii: durata şi costul lucrării. In cazul când RA are structură 
complicată (multe activităţi şi ramificări), planul calendaristic acceptabil se 
generează prin metode euristice, care, în general, se reduc la alegerea unor 
valori potrivite pentru duratele activităţilor d), (i, j)eRA. Dacă durata 
lucrării depăşeşte termenul directiv (7>=1), atunci, posibil, ea poate fi 
micşorată 

e sau prin redistribuirea de resurse — de la unele lucrări necritice se va 


lua ceva (mărind durata lor) şi se va repartiza unora dintre cele critice, 
micşorând durata lor (e posibil să se obțină un T mai bun); 


e sau prin alocarea de resurse suplimentare, repartizându-le activităților 
critice pentru a micşora durata lor. 


Dacă T <T,, e posibil că lucrarea să fie realizată cu mai puţine resurse. 
Aşadar, termenul de executare a lucrării se optimizează euristic prin 
revizuirea (reindicarea), posibil prin probe, a duratelor d;, (i, j) eRA. 


Aceste mărimi fiind stabilite definitiv, se indică planul calendaristic de 
realizare a lucrării £, care poate fi obţinut fie analizând RA, fie, spre exemplu, 
ca soluţie a unei probleme de optimizare liniară, echivalentă cu problema 
determinării drumului maximal în reţeaua de activităţi: 


f(t)=t-4=t, > min (4 =0) 
t,—t, >d, (i, j)€RA. 


Orice t = (t anb ) e R” admisibil în problema dată este plan calendaristic de 


executare a lucrării £. Valoarea optimă a funcţiei obiectiv coincide cu 


. ; Jan A 2 ugs * x x 
lungimea drumului critic în rețeaua de activități: t, = I(un) =T. Lin 
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drumul critic în RA. t*eR" reprezintă planul calendaristic optim — indică 


momentele optime e în care trebuie să apară evenimentele i, i =1,n. 
Aproximarea funcţională a dependenţei costului de durată 


Cu scopul de a forma o viziune generală asupra problemei şi ca 
persoana care ia decizii să poată formula cerințe reale, la început se 
construieşte o aproximaţie a dependenţei costului minimal al activităţilor de 
durata T a lucrării, adică a funcţiei C™ (T). Graficul funcţiei C™ (T) 


reprezintă o parte din frontiera imaginii mulţimii variantelor (de programe de 
realizare a lucrării £) la aplicaţia lor în spaţiul bidimensional al criteriilor 
„costul” C şi „durata” T ale lucrării £. 

Se presupune că durata fiecărei activităţi depinde liniar de costul ei şi 
sunt cunoscute valorile acestor mărimi pentru regimul normal şi cel intensiv, 
deci şi coeficienţii k,. Se generează un set de puncte situate (aproximativ) pe 
graficul funcţiei C™ (7), apoi funcţia se aproximează prin interpolare liniară 
pe porţiuni. 

PO. d, =d;”, (i,j)eRA, D=o, C= 3, cp”, [= 


(i, j)ERA 


P1. Se determină în RA un drum critic 44, şi lungimea lui T =d (44,); 
Dacă T <T, atunci T, :=T, C,:=C, l=l+l; 


1-1? 


P2. Se determină mulțimea de activităţi critice, a căror durată poate fi 
micşorată: N := (i j) T sdh Dacă N := Ø, stop. 


P3. Se alege activitatea, a cărei durată va fi micşorată şi i se atribuie durata 
nouă: k, = min, : (ij) EN}; d, :=d»; 


10Jo iojo ? 


P4. Se calculează costul nou al activităţilor C= C- c™ + e 


10Jo loJo 


şi se trece 
la pasul P1. 
Această procedură pentru fiecare T, alege C, ca cel mai mic dintre 
costurile ce apar aici la durata T. În plus, pentru micşorarea duratei se ia 


activitatea în care investiţiile dau cel mai bun efect — ea are cea mai mare 
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viteză de descreştere k, a duratei la creşterea costului ei. Pentru duratele 


lucrării calculate în iterații are loc inegalitatea: 


0<T -T <dP* —d 


iojo iojo ? 
unde (ip, jọ) este ultima activitate corectată în iterația 1. 


Ca rezultat, se obține graficul aproximaţiei pentru C™ (T). 


c™ (T) 


Folosind acest grafic, poate fi evaluat costul minim al activităților pentru orice 
durată T a lucrării £, de asemenea poate fi determinată durata 
corespunzătoare unui cost dat. 


Determinarea unui program de durată dată 
Fie T, termenul directiv indicat de persoana care ia decizii. Un program 


acceptabil după durată poate fi găsit aplicând procedura de mai sus. Ea se va 
întrerupe la iterația l, când prima dată se verifică condiția 7, > T, . Persoana 


care ia decizii poate accepta programul de durată T, şi cost C,, pentru care 


procedura a determinat deja duratele corespunzătoare ale activităților. 


138 


Dacă 1, >T, şi persoana care ia decizii refuză programul de durată T, şi 
cost C,, atunci se face o singură corecție suplimentară: activităţii (i jo)» 
unde (i»jọ) este ultimul indice de corecție la iteraţia 1, — în locul 
duratei d; prescrise activităţii (i, jọ) de procedură (fapt ce conducea la 
durata 7, ) i se va atribui durata d, =1—7,,, obţinând astfel un program 


care se termină exact în momentul 7, cu costul activităţilor: 


toJo 


C =C; + (r-T) ) <C, 
10Jo 

Micşorarea costului activităţilor 
Fie dat un program de durată acceptabilă, adică sunt indicate duratele 
d; (i, j)e RA, pentru care lungimea T a drumului critic nu depăşeşte 
termenul directiv 7. Costul activităţilor C este suma costurilor lor 
(i, j)eRA. 

Costul C poate fi micşorat menţinând durata T a lucrării, în cazul 


când pot fi corespunzător mărite duratele unor activităţi necritice. 
Dacă o activitate necritică (i,j) posedă rezervă liberă de timp, 


Cj» 


adică R,” >0 şi durata ei d, indicată nu este maximală, atunci (i, j) poate fi 


prelungită astfel ca ea să rămână în limitele duratei sale, fără a schimba 
termenele minime de începere ale celorlalte activități, nici rezervele lor de 
timp, luând 


d, =minfd;*,d + RP. 


O asemenea extindere asigură o diminuare a costului: 


y 


nou l f gnou 
C = C+AC,AC = (d; -d,)<0. 


ij 


Se fac toate extinderile de acest gen, reducând astfel costul. 
De exemplu, dacă programul dat este cel determinat în punctul 
precedent, atunci unele activităţi (cărora procedura le-a prescris durata di”) 


139 


se pot dovedi a fi necritice şi cu R? >0 — durata lor poate fi mărită (ca mai 


sus) micşorând costul. 


Nivelarea resurselor 


Fiind definitiv stabilite duratele activităţilor, se poate obţine o folosire cât mai 
uniformă în timp a unei resurse concrete, deplasând fiecare activitate 


necritică (i, j) în limitele rezervei ei totale de timp R, >0, adică alegând 


min „max 
i ? t, 


termenele ei de realizare în segmentul E le Aici însă trebuie de ţinut 


cont de faptul cum va influenţa plasarea în timp a activităţii (i, j) asupra 


termenelor posibile de realizare a celorlalte activități. 


Resurse limitate 


Dacă inițial se ştie că la realizarea lucrării £ în fiecare moment de timp 
volumul anumitor resurse nu poate depăşi anumite limite, atunci de acest fapt 
se va ține cont la construirea a înseşi rețelei de activități. Într-adevăr, 
realizarea paralelă a unor activități (tehnologie posibilă) poate fi imposibilă 
din cauza resurselor disponibile. Deci unele activități vor trebui să aştepte 
eliberarea resurselor, adică sfârşitul altor activități. Aceasta va genera relații 
suplimentare de precedență între activități (condiționate de resurse şi nu de 
tehnologie), deci va influența înseşi structura graficului RA. 


Metode de simulare 


Un plan de lucru acceptabil după mai mulți indicatori poate fi obținut şi prin 
simulare la calculator: se generează variante multiple de plan. Variantele se 
pot deosebi atât prin structura RA (va diferi ordinea activităților tehnologic 
paralele, care nu pot fi executate paralel, fiind limitate resursele), cât şi prin 
duratele activităţilor (schimbându-le în limitele lor). Pentru fiecare variantă de 
plan se vor calcula indicatorii. În definitiv, se va adopta o variantă potrivită. În 
acelaşi mod poate fi găsit şi un plan pentru care intensitatea activităților va fi 
cât mai uniformă. 
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Capitolul 5 Fire de aşteptare 


... probabilitatea că această coincidenţă e întâmplătoare e 
: : a pia FI | : IE 
considerabil mai mică decât T= Prin urmare, coincidența 


trebuie să fie produsă de o cauză şi cauza, care ar explica perfect 
faptele rezultate din observație, poate fi determinată. 
Gustav Robert Kirchhoff 


Când unul trece, altul vine 
În astă lume a-l urma, 
Precum când soarele apune 
El şi răsare undeva. 
Mihai Eminescu 


Adevărata ştiinţă trebuie să caute a descoperi în fenomene 
proporţii matematice. 
Leonardo da Vinci 


Pornind cu tărie şi fermitate omul va sfârşi cu îndoieli, 
pornind cu îndoieli — va sfârşi cu tărie şi fermitate. 
Francis Bacon 


În practică apare deseori un consum excesiv de timp şi resurse materiale, legat 
de imposibilitatea  coordonării în timp a unor acțiuni care se 
intercondiţionează. Astfel, iau naştere fenomene de aşteptare, cum ar fi, spre 
exemplu: 

e coada de aşteptare formată la casa de bilete, la medic etc.; 

e mulțimea de vase maritime în port care urmează a fi servite; 

e şirul de utilaje care aşteaptă reparația; 

e etc. 


Aceste fenomene frecvente de aşteptare se manifestă în condiţii de stohastică 
dublă: 


e apariția cererilor de servire este aleatorie; 
şi 
e durata servirii este aleatorie. 


Schematic, un fenomen de aşteptare poate fi prezentat în felul următor. 
Există un sistem de servire care acordă un anumit serviciu. Sistemul dispune 
de un canal de servire (om, dispozitiv etc.) sau de mai multe. La sistem vin 
cereri în mod aleatoriu — există un flux de cereri (flux de intrare în sistem). 
Cererile sunt generate de o sursă de cereri. Intrată în sistem, cererea ocupă loc 
în coada, formată de cererile sosite anterior. Imediat ce apare un canal liber, 
din coadă se alege o cerere (conform unei reguli, numite disciplina cozii) şi 
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acest canal o serveşte. Durata servirii este aleatorie şi în decursul acestui timp 
canalul respectiv este ocupat şi nu poate servi alte cereri. Cererea servită 
părăseşte sistemul, adică există un flux de ieşire din sistem. Ciclul se repetă 
permanent atâta timp cât funcționează sistemul. 


Sistem de servire 


Sursa Servire 
Flux de intrare RE it deltă 
de => Co ada Disc.cozii > 
> E 
e Canale 


Modelele fenomenelor de aşteptare descriu sisteme reale de servire cu 
caracter de masă. Scopul cercetării acestor modele este de a propune 
recomandări întru satisfacerea cât mai promptă în condiții economice cât mai 
avantajoase a cererilor de servicii în asemenea sisteme. Pentru aceasta se 
calculează diverse caracteristici funcționale ale sistemului de servire cum sunt, 
spre exemplu, timpul mediu de servire a unei cereri, timpul mediu de aşteptare 
a unei cereri, timpul mediu în care un canal este ocupat, timpul mediu în care 
un canal este liber, lungimea medie a cozii etc., astfel ca în baza acestor 
caracteristici numerice să se poată determina care elemente ale sistemului de 
servire trebuie modificate ca sistemul să devină mai eficient. De menționat că 
în asemenea cercetări nu se examinează problemele de calitate a serviciilor 
oferite. 

Capacitățile funcționale ale unui sistem de servire sunt determinate de 
următorii factori: 


e sursa care generează cererile — capacitatea ei poate fi finită (intrarea 
unei cereri micşorează frecvența apariției următoarelor cereri) sau 
infinită (numărul de cereri potențiale este mare); 

e fluxul de intrare: cererile apar aleatoriu, deci fluxul se descrie prin 
legea de repartiție a mărimii aleatorie 7, =t, —t, care reprezintă 
intervalul dintre două cereri consecutive, sau prin ritmul de sosire; 

e lungimea maximală a cozii; 

e timpul de servire a unei cereri (aleatoriu), se descrie prin legea de 
repartiție; 
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e disciplina cozii — legea respectivă (poate fi: FIFO — primul sosit, 
primul servit; LIFO — ultimul sosit, primul servit; alegere aleatorie; cu 
priorităţi absolute sau relative etc.); 

e mecanismul de servire — numărul de canale. 


Notaţiile folosite pentru modelul sistemelor de servire au fost unificate 
şi au structura (a,b,c)/(d,e, f ), unde: 


o a — legea de repartiție pentru fluxul de intrare; poate fi: M — Poisson, 
D — deterministă, Er — Erlang, G — generală; 


o b — legea de repartiție a timpului de servire; 
o c — numărul de canale paralele identice; 
o d — disciplina cozii (vom considera numai FIFO); 


o e — numărul maximal de cereri în sistem (e=c+m, unde m este 
volumul camerei de aşteptare, adică lungimea maximală a cozii); 


o f — capacitatea sursei (numărul maximal de cereri potențiale). 


De exemplu, sistemul (M „M ,1)/ (FIFO, %,%) are: lege Poisson pentru 


fluxul de intrare şi timpul de servire, un singur canal, disciplina cozii — FIFO, 
lungimea cozii — infinită, capacitatea sursei — infinită. 


5.1 Fluxul de cereri 


Orice cercetare a firelor de aşteptare începe cu fluxul de cereri. Cel mai 
simplu — fluxul uniform, adică determinist, când cererile vin una după alta la 
intervale egale de timp (exemplu poate servi banda rulandă într-o secție de 
asamblare), se întâlneşte relativ rar în teoria sistemelor reale de servire în 
masă, ce se explică prin faptul că în momentul sosirii unei cereri poate fi 
descris tot viitorul, dar şi tot trecutul fluxului de cereri. De regulă, procesul de 
sosire a cererilor este aleatoriu — intervalul de timp dintre două cereri 
consecutive este o mărime aleatorie cu o anumită lege de repartiție. 

În majoritatea modelelor fluxul se presupune a fi de tip Poisson, adică 
el posedă următoarele proprietăţi: 


e este omogen în timp: probabilitatea de apariție a k =0,1,2,... cereri 


într-un interval de timp t depinde numai de lungimea lui (adică de 7) 
şi nu depinde de poziţia intervalului de timp pe axa timpului — o notăm 
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E. (2)=P(E(0)=x), unde €(1) este numărul aleatoriu de cereri ce 


sosesc în sistem în intervalul de timp t; 


J AE ez dc ode . PY (AL) 
e este ordinar, adică cererile vin câte una: lim ———- =0, k 2 2; 


A>0 At 
e nu depinde de istorie, fără postacțiune: P; (t) nu depinde de numărul 


de cereri care au sosit până şi câte vor sosi după acest interval de 
lungime £t. 


Astfel, fluxul de cereri poate fi pe deplin caracterizat prin mărimea 
aleatorie discretă — numărul k de cereri care apar în intervalul de timp 7, 


adică prin legea ei de repartiție — prin probabilitățile P* (t), k =0,1,2,... În 
continuare vom considera că această lege este Poisson cu parametrul A, adică 
probabilitatea că apar k cereri într-un interval de timp 7 este: 


k 
Pi (1) = a k =0,1,2,... 


Parametrul A se numeşte intensitatea fluxului, deoarece numărul mediu de 
cereri care apar într-o unitate de timp este A. Intr-adevăr, deoarece 


o 2% j k s pi k 
Mk (1) = ÎKP (0) =} k a = pery (44) = Ate e” = At, 
k=l k=l k! zo k! 
pentru 1=1 avem Mk(1)=4. Precum s-a menționat mai sus, fluxul de cereri 


mai poate fi caracterizat prin legea de repartiție a mărimii aleatorii 
continue T — intervalul de timp dintre două cereri consecutive. Evident, 


P(t >t) reprezintă probabilitatea că în intervalul de timp de lungime 1 0 nu 


apar cereri (adică k =0). Deci: 


0 
P(t>t)=P}(t)= a e” =e”, 


Prin urmare, funcția de repartiție pentru 7 este: 


—Àt 
(o rter)=i-rtez-ţi” f 
, t <0, 


144 


adică 7 este repartizat exponențial cu parametrul A şi media intervalului 7 
este: 


Mr = [ra (0)= fired = 


Pentru intervalul de timp Aż, suficient de mic, probabilitatea că nu apare nici 
o cerere ( k =0) este: 


Pý (Ar)= P(7 > Ar)=e % =1-AAr+O(Ar), 
că apare o cerere (k =1 ) este: 
P*(Ar)= P(r<A)=1-e% =AAt+0(At), 
că apar k > 2 cereri este O(Ar) (vezi proprietatea că fluxul este ordinar): 
Pi (Ar)=O(Ar), k22. 
Pot fi enumerate următoarele considerente din care se adoptă anume 
fluxul Poisson pentru descrierea procesului de apariţie a cererilor: 


1) se întâlneşte des în practică; 


2) se obțin formule simple pentru parametrii care caracterizează 
funcționarea sistemului de servire; 


3) chiar dacă fluxul real nu este Poisson, pentru el se obţin rezultate bune 
dacă în model îl înlocuim cu flux Poisson de aceeaşi intensitate; 


4) reuniunea (suprapunerea) a N fluxuri Poisson cu intensitățile 
A,A,- Ay dă un flux Poisson cu intensitatea A = A, + 4 +...+ Åy; 


5) divizarea aleatorie a unui flux Poisson cu intensitatea A în N fluxuri, 
dă N fluxuri Poisson independente cu intensitățile 4, =&,A, i=1,N, 


unde a, este probabilitatea că cererea de rând va nimeri în 
fluxul i (i=1,N). 


Multe demonstrații devin mai simple anume datorită acestor proprietăți. 
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5.2 Fluxul de ieşire 


Vom presupune că variabila aleatorie durata servirii are legea de repartiție 
exponențială cu parametrul u, adică fluxul de ieşire printr-un canal este de 


asemenea Poisson cu intensitatea x, timpul mediu de servire este —. Deci 
u 


pentru intervalul de timp Ar probabilitatea că printr-un canal nu va ieşi nici o 
cerere (k =0) este: 


P (At) =1- At +0(At), 
că iese o cerere ( k =1) este: 


P (AD = uAt+0(At), 


că ies k 22 cereri este O(At) (vezi proprietatea că fluxul este ordinar): 


P (A) =0(At), k22. 


Remarcă. Dacă în sistem există c>l canale de ieşire identice şi 
independente, atunci intensitatea fluxului de ieşire va fi pu+...+ U= CH, 


1 
intervalul mediu dintre două ieşiri consecutive va fi — , dar durata medie de 
cu 
servire rămâne —. 
u 

5.3 Probabilitățile stărilor sistemului de servire 

Fie că în fiecare moment de timp 1 sistemul se poate afla în una dintre stările 
discrete 50,5... Sy cu probabilitatea p, (1), p.(£),.... pu (2), respectiv. Aici 


N poate fi finit sau infinit. 
Starea sistemului cu timpul se schimbă şi se ştie că dacă în 
momentul £ sistemul se află în starea s,, atunci într-un interval de timp 


mic Ar el poate trece nemijlocit doar în una dintre stările vecine s,,, sau s,_, 


cu probabilitățile (dependente, în genere, de starea s,, adică de n şi de Ar): 


Pi (Ar) = P(s, >S,a)=4,At+0(At), n=0,1,...,N—1, 
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P (Ar) = P(s, > Sua) MA+O(Ar), n=1,..,N, 


sau rămâne în starea s,. Din s, e posibilă trecerea în s,, din s, doar în sp. 


Alte treceri au probabilitatea O(A7) (=0). 
Atunci probabilitatea că în momentul de timp 7+ Ar sistemul se află în 
starea s, este: 


P (t+At)= P, (t) PL (At)+ Pa (2) Pa (At)+ 
+B(0(u-P: (At)- P; (40))-0(a), 
sau: 

P, (t+At)-P,(t)=|(-4, -4 )P,(0)+ Aa Pa (t)+ ua Pa (t) |Ar+O(47). 
De aici se obţine următorul sistem de ecuaţii diferențiale pentru probabilitățile 
stărilor: 

P (t) =-4 P0) + mP O, 
P (t)=-(4, + n) P,O+ Aa P aO) + aP at), n=1,N-1, 
P, (t) =- P, (6) + An Pya À. 


Să aplicăm cele expuse la un sistem de servire. Starea lui în orice 
moment de timp t poate fi caracterizată prin numărul n de cereri care se află 
în sistem în acest moment. Numărul lor n este aleatoriu, deci prin P,(t) 
notăm probabilitatea că în momentul t sistemul se află în starea s, (există n 


cereri în sistem). 


Ipoteză. În teoria aşteptării se consideră că regimul de funcționare a 
sistemului de servire este staționar (stabilit şi permanent), adică 
probabilitățile P (t) nu se schimbă cu timpul — sunt considerate constante în 


procesul de funcţionare a sistemului (echivalent, există limP (t)=P, — 
t—>0 


probabilitățile se stabilizează cu timpul). 
Conform acestei ipoteze, în sistemul de ecuații diferențiale vom avea 


È (t)=0, P (t)=P 


n=0,N, şi vom obține din el un sistem de ecuații 


n? 
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finite pentru determinarea probabilităților stărilor P, P,..., P, : 


P AR, 
1 
A + À 
Pa Sp Lp n=1ĻN-, 
Masi Ma 
À 
Py a Pi 
N 


De aici, probabilitățile P ,P,,...,P, se exprimă prin P,: 


p = Ad p, n=1,N, (1) 
Likh- Hn 


apoi se determină P, din egalitatea: 


Sea 2) 


Fiecare tip de sistem de servire se caracterizează prin valorile 
coeficienţilor 4,, 4,, proprii tipului. Pentru sisteme cu sursă infinită, flux de 


cereri Poisson cu parametrul 4, durata servirii cu repartiție exponențială cu 
parametrul u, putem evidenția următoarele tipuri de sisteme: 


I. (M,M,1)/(G,,%) 


AS Ay. n=0,l,... A. : f i 
p = — — intensitatea traficului. 
44, = 4, n=l,2,... u 


Aici din (1) — (2) rezultă: 


N 00 1 

P, =P", n=1,2,..; X P, =P,9_ p" =P, —, dacă p<1. 
n=0 n=0 l- p 

Deci: 

P =1-p, P, =(1-p) p", n=1,2,... (3) 


II. (M „M 1)/ (G, N „c0) (N — numărul maximal de cereri în sistem, finit) 
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=, n=1,2,.., N. 


A, =Å, n=0Q,l, 

n4, 1l<n<C; 
Hn 

Cu, n > C 


IV. (M,M,C)/(G,N,%)  (N=C) 


A, =A, n=0,l,..., N-I; 
_ nu I<nsC; 
Pa = Cu, C<nsN. 


5.4 Indicatori care caracterizează funcţionarea sistemului în 
regim stabilit 

Fie un sistem cu CÈ>1 canale şi volumul camerei de aşteptare m 

(0<m<o). 


Lista indicatorilor (toţi pot fi calculaţi dacă ştim P,,P,...): 
e P, — probabilitatea că sistemul este liber; 
e P, — probabilitatea că k canale sunt ocupate (1< k < C); 


e P., — probabilitatea că toate canalele sunt ocupate şi în coadă sunt | 


cereri (0 <|< m); 


: randamentul relativ 
l È . ; randamentul absolut 
a : al sistemului — rata ; i 
probabilitatea ; , Da : — numărul de cereri 
i : de cereri servite din a | i 
e refuzului : i : intrate din cele sosite 
g ; cele sosite i , a 
: : 1n unitatea de tim 
=—“" : (probabilitatea accesului) : i j 
; ; ioy 


l re TE : “efect 
a=l-Py : 


"t e+m 
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C 
e Cu, — numărul mediu de canale libere: C,, = X (C -n)P,; 
n=0 


e C, — numărul mediu de canale ocupate: C, =C — Cp; 
Ca . 


Cue 
= : rata de ocupare r, =—*; 
C : C 


e ratade staționare r, 


tat T 


e N, — numărul mediu de cereri în sistem, N; = Y nP,; 
n=0 


e N, — numărul mediu de cereri în coadă, N, = N; -C,,; 


Fe h 


> 


e T, —timpul mediu de aşteptare în coadă, T, = Fi 


efect 


; ; d ÎI: le seu E ; 
e T, — timpul mediu în sistem, T, =T, +— (— aici este timpul mediu 
u 


de servire). 


Exemplu. Pentru sistemul I (M, M, 1) / (G, 00, æ), dacă p <1 din (3) avem: 
Py = lim P, =0, 


Reject = A 
Cin = Po = Fra = 1- P; 
Coe =P = hoc? 
Ns =(1-p)} np" =(1-p) p$ np" = 
n=0 n=0 
de df 1 
=(1-p o4 p' )- I-p e45} 
( Lira 2 ( Lor ea 
deci 
p 
N E a 
S 1- p 
2 
N, =N; -Cp = Fi 
l-p 
p 1 1 
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N; p 


= zi y 
à (1-p)u 


5.5 Luarea deciziilor 


Indicatorii funcționării sistemului pot fi folosiți pentru asigurarea unui anumit 
nivel de servire. 

De exemplu, se poate regla numărul de canale C sau perfecționa cele 
existente (schimba wu ) pentru a obține: 


TST, T ST, 


sta = 


unde T şi r sunt mărimi date. 

Pentru argumentarea şi luarea deciziilor referitoare la sistem pot fi 
folosite şi caracteristici de cost — o funcţie economică care trebuie optimizată. 
Această funcţie se scrie pentru o unitate de timp. 

Intensitatea optimă de servire 4 poate fi determinată din problema: 


F(u)=au+a, Ns (#) > min, (4) 


unde a, este costul măririi lui p cu o unitate, a, — costul aflării unei cereri în 
sistem, N; ( u) este numărul mediu de cereri în sistemul care funcționează cu 
intensitatea de ieşire pu. 

Numărul optim de canale (fără a le perfecționa) poate fi găsit din 


problema: 
F(C)=a,C+a, N; (C)> min, 


unde a, este costul introducerii unui canal. Întrucât C este discret, se 
caută C pentru care: 

F(C -1) > F(C), 

F(C +D 2 F(C). 


Pentru sisteme în care volumul blocului de aşteptare m este finit putem regula 
atât cu u (sau C), cât şi cu N=c+m (găsi Mo şi N) rezolvând 


opt 


problema: 


F(u,N)=au+a,N, +a,N +a,AP, > min, 
4, 
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unde a, este costul de mărire cu o unitate a blocului de aşteptare, a; — costul 


pierderii unui client, AP, — numărul de clienţi pierduţi. 


Exemplu (continuare). În sistemul (M „M „1)/ (G, 0, 0) pentru a găsi intensitatea 


optimă de servire, rezolvăm problema (4): 


A 
F(u)=au+a, > min. 
H= a 
Aici 
A 
F (u)=a -a, ———, 
( ) l 2 (4) 
2a.4 
Pe 200, 
(4-4) 
A 
pentru u > 4. Rezolvând ecuația F(u) =0, obținem Hop = 4+ T. 
a 


1 
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Capitolul 6 Gestiunea stocurilor 


Toate sunt o ecuaţiune. 
Orice moment în viaţa universului e ecuaţiunea 
momentului următor. 
Orice moment prezent e ecuaţiunea momentului trecut. 
Mihai Eminescu 


Lumea noastră este compusă din rotițe care nu se potrivesc 
bine una cu alta. Nu materialele sunt de vină, ceasornicarul. 
Antoine de Saint-Exupery 


Numai schimbarea este statornică. 
Arthur Schopenhauer 


Repetarea e unica formă de constanţă accesibilă naturii. 
George Santayama 
Prin stoc se înţelege o cantitate de bunuri materiale depozitate ca rezervă 
într-o unitate economică, având ca scop să asigure continuitatea producerii sau 
a desfacerii. Prin gestiune — un ansamblu de operaţii privind primirea, 
păstrarea şi eliberarea unor bunuri. 

Desfăşurarea normală a activităţii unei unităţi economice impune 
asigurarea unor cantităţi corespunzătoare de materie primă, combustibil şi a 
altor resurse materiale, adică existenţa anumitor rezerve — a stocurilor. 

Rezervele servesc la slăbirea dependenţei directe dintre furnizori, 
producători şi consumatori. Evident, nu este convenabilă o rezervă prea mare 
(apar pierderi legate de imobilizarea de capital), dar şi nici una prea mică 
(apar pierderi legate de stoparea procesului de producere sau comerţ). 

Un stoc funcţionează în condiţia când consumul (cererea) are caracter 
continuu, iar aprovizionarea şi reaprovizionarea (comenzile) se fac la anumite 
momente de timp. 

Problema de gestiune a stocului constă în determinarea volumului 
(nivelului) stocului creat şi a momentelor de aprovizionare-reaprovizionare — 
când şi cât produs trebuie comandat pentru ca o funcţie economică (criteriul 
care apreciază modul de funcționare a stocului) să ia valoare optimă. De 
regulă, această funcție reprezintă cheltuielile legate de funcționarea stocului. 

Teoria stocurilor se foloseşte la argumentarea deciziilor privind 
conducerea procesului de consum şi aprovizionare — se studiază modelele 
problemelor respective, se analizează soluţiile şi se dau recomandări de 
rigoare. Recomandările elucidează cantitatea ce trebuie comandată şi 
momentele de timp în care trebuie efectuate comenzile de reaprovizionare 
pentru a reface stocul, astfel ca cheltuielile totale să fie minime. 
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6.1 Modelul de stoc 


In orice model de stoc apar următoarele elemente specifice. 


I. 


II. 


Cererea de produs 
Cererea poate fi Jeterministă sau aleatorie. Schematic, caracterul cererii 
poate fi prezentat astfel: 


Cerere u(t) 
LC N 
Deterministă Aleatoare 
Z 4 4 N 
Constantă Variabilă Staţionară Nestaţionară 


Politica de stoc 

Stocurile se clasifică în stocuri cu revizie continuă (când nivelul stocului 
este urmărit continuu în timp) şi periodică (când nivelul se verifică după 
intervale fixe de timp, în momente discrete). Stocul se completează 
conform unor reguli numite politică de stoc. Completarea se efectuează 
sau periodic, după intervale fixe de timp, sau pe măsura consumării 
rezervelor, adică la micşorarea lor până la un anumit nivel. Dacă 
reaprovizionarea se efectuează periodic, iar consumul este aleatoriu, 
atunci volumul comenzii de reaprovizionare poate depinde de starea 
stocului în momentul lansării acestei comenzi. Una dintre politicile des 


folosite este notată (si; S ) şi are următorul sens: când stocul atinge 
valoarea s, (sau este mai mic), se dă comanda, care trebuie să fie atât de 
mare încât să se atingă valoarea S a stocului. Astfel, sọ este valoarea 
minimă a stocului, iar S — cea maximă. În model sọ, S sunt variabile 
de decizie. 


III. Alţi factori care determină caracterul stocului 


e termene de îndeplinire a comenzii: 

- imediat după lansarea comenzii; 

- cu întârziere (intervalul de întârziere poate fi aleatoriu); 
e modul de îndeplinire a comenzii 


i. — toată cantitatea comandată vine simultan (de 
exemplu, de la un producător exterior); 
ii. — cantitatea comandată vine uniform în timp (spre 


exemplu, se produce în interiorul unităţii 
economice) sau neuniform cu careva intensitate; 
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perioada orizont — intervalul de timp cât funcționează stocul; stocul 
poate fi temporar — şi atunci orizontul este finit, sau poate funcţiona 
permanent — şi atunci orizontul este infinit; 

numărul de puncte de stocare (depozite); 

numărul de produse stocate. 


IV. Costuri asociate diferitelor operaţii (costurile pot fi constante sau pot fi 
funcții de timp; spre exemplu, depind de sezon) 


costul de aprovizionare, care are două componente: 
C, — costul fix de lansare a comenzii — nu depinde de cantitatea 


comandată şi reprezintă cheltuieli administrative, cost minimal de 
transport şi a. (C, — costul unei şarje); 


C, — costul de cumpărare a unei unităţi de produs (de 


a 


achiziţionare), variabil — depinde de volumul comandat (partide mari 
se vând la preţ mai mic); 
C, — costul de stocare — costul păstrării unei unităţi de produs într-o 


unitate de timp; include cheltuieli de depozitare, întreţinere în 
depozit, arendă şi reparaţie a încăperilor, asigurări şi a.; 
C, — costul de penalizare — amenda pentru lipsa unei unităţi de 


produs într-o unitate de timp (apare în momentul când se fac cereri şi 
în stoc nu există produsul respectiv pentru a le onora — deficit de 
stoc). 


V. Criteriul funcţionării stocului (funcţia economică) 
Pentru un stoc cu interval finit T de funcţionare criteriul de eficacitate a 


politicii (sg, S) este: 


F(s,$,T) 


Cheltuieli Š 2 — | Penalizare 
Cheltuieli Cheluieli Cheltuieli 
totale pe pentru 
= = | de lansare a |+ de + de + 
intreaga lipsa 
comenzilor achiziţionare păstrare 
perioadă Ei e zi de stoc 


şi scopul gestionării este F (sọ, S, T)— min. 


Pentru stocul cu interval infinit de funcţionare: 


Cheltuieli totale i 
> min. 


P (s5)=| 


intr-o unitate de timp 
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6.2 Ecuația balanței de stoc 


Vom considera, pentru simplitate, un stoc cu un singur depozit şi cu un singur 
produs depozitat. 


Stoc cu revizie continuă 
Pentru stocul cu revizie continuă notăm prin s(7) volumul (nivelul) stocului 
în momentul r>0. Dacă s(t)>0 — în momentul t există stoc disponibil; 


dacă s(t)<0 — în momentul 1 există cerere în cantitatea Is(2)) care nu poate 


fi onorată (cereri anterioare acumulate către momentul 7). Considerând că în 
momentul / intră în stoc cantitatea A(t) şi iese u(t), pentru Ar mic putem 


scrie următoarea ecuaţie a balanței de stoc: 


s(t+At)=s(t)+4(t)At-u(t)At+0(At). 


O(At) 
At 


Uneori se poate admite 


— 0, şi atunci obținem ecuația diferențială: 
At>0 


s'(t)=4(t)- u(t), (1) 


deci: 


t 


s(t) = s(0)- [(â(7)-a(0))az, t20. 


0 
Mărimile A(t), u(t), se numesc, respectiv, intensitatea de intrare în stoc şi 


intensitatea de ieşire din stoc (intensitatea cererii). Dacă ambele mărimi sunt 
deterministe, modelul de gestionare a stocului se numeşte determinist, dacă 
ele nu depind de timp — modelul se numeşte static, în caz contrar — dinamic. 
Ecuația (1) arată că viteza schimbării volumului este egală cu diferența dintre 
intensitatea de intrare şi cea de ieşire a produsului din stoc. 

E posibil ca o anumită cantitate de produs stocat să se piardă din cauze 
obiective, când, spre exemplu, produsul este perisabil'. Dacă cantitatea 
pierdută e proporțională cu volumul stocat, atunci 


s'(t)=4(t)-u(t)-vs(t), 


* Perisabil — care se strică, se alterează uşor; supus stricăciunii, alterării, dispariției. 
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t 


iar s(t)=s(0)e™” + [(4(2) — u(r))e™ adr. 


0 


Alte condiții impuse de practică pot implica alte ecuații de funcționare a 
stocului. 


Stoc cu revizie periodică 
Pentru stocul cu revizie periodică volumul se măsoară în momente discrete de 
timp: © =1,2... Fie 1(0) cantitatea de produs intrată în stoc în intervalul 
[9-1,0), 4(0) -cea ieșită. Atunci ecuaţia balanței de stoc este: 
s(0)=s(0-1)+4(0)-4(0), 
sau 
© 
s(0)=s(0)+X>(4(¥)-u(k))} 
k=1 
6.3 Modele ciclice de gestionare a stocului 


In cele ce urmează vom considera câteva modele simple de stocuri, urmărind 
reprezentarea în model a anumitor condiţii de funcționare a stocului. 


6.3.1 Modelul fundamental Wilson 
Caracteristica stocului: 


1) orizont infinit, stocul funcționează permanent; 

2) cererea este constantă — intensitatea de ieşire din stoc este constantă şi 
egală cu xu unități într-o unitate de timp; 

3) politica de stoc: (s5), S >0; 


4) inițial a fost dată o comandă de volum q=S-—s,>0, astfel că 


5) comenzile de aprovizionare sunt satisfăcute imediat şi total; 
6) nu se admite deficit de stoc: s, 20. 


Criteriul reprezintă cheltuielile totale medii pe unitate de timp. 
Construim modelul de stoc cu revizie permanentă, îl analizăm şi 
tragem concluzii de sens economic. 
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Reieşind din caracteristicile stocului, observăm că acesta va funcționa 
în mod ciclic. Politica de stoc fiind (so> S ), completarea stocului se 
efectuează prin partide de acelaşi volum q=S-—s, intrate în stoc în 


momentele de timp când se dă o comanda onorată imediat. Deoarece 
intensitatea de ieşire din stoc este constantă, întreg volumul obținut q se va 


consuma în timpul T = d Deci după timpul 7 de la momentul unei comenzi, 


volumul stocului devine iarăşi sọ şi se dă următoarea comandă de volum q 
ş.a.m.d. Timpul 7 dintre două comenzi consecutive se numeşte lungimea 
ciclului. Intensitatea de intrare A(t) nu este funcţie continuă — 4(7)=0 


pentru toți 7, cu excepția momentelor inițiale ale ciclurilor, unde 
A(k7)=q, k=0,1,2,... Considerăm un careva ciclu, de exemplu, cel cu 
momentul inițial r=0. Determinăm 
volumul stocului s(t), te[0, 7). În 
intervalul (0, 7) alte comenzi nu 
sunt, deci A(t)=0, te(0,T), iar 
u(t)= u. Atunci, din ecuația (1), 


având s(0)=S=s,+q, obținem 
s(t) =S- ut, te [0, T). La sfârşitul 
ciclului nivelul stocului este s(7) = sg, ceea ce implică q = ut. 


Volumul total păstrat în stoc în perioada [0, T): 
f ur ur 1 
R e = fs(t)at = S7r-—=(s + ur) = — = S97 + —q7, 
> 2 EE ca, 2 2 


(numeric — suma ariilor triunghiului şi dreptunghiului din desen). Cheltuielile 
totale pe unitate de timp sunt: 


1 
F(q, sT, S) =—(G +0,4 +C, Rpa): 
Ele pot fi exprimate prin q, Sọ, şi obținem următoarea problemă de minim 
condiționat — modelul matematic al problemei de gestionare optimă a stocului 
care satisface supozițiile 1 — 6: 
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tars) ue, Para caca — min, 


f(a) 
q=uT>0, 
So Z 0, 
s9+q=S5. 
Evident, se =0 şi q*=S. Funcţia f (q) este continuu derivabilă pe (0,+0): 


(9-53 


L 
2 
urmare, q* este soluție a ecuației f'(q)=0. 


3 


+5, iar în(q)= 2HCi >0 şi f(q) este convexă. Prin 
q 


Definitiv obţinem valorile optime pentru toţi parametrii problemei: 


* 2 uC 2uC 2C 
s, =0, q*= E, S*= [e pt = L, F*= uC, + |2uCiC,. 
0 q C: ca uC, H a H Lp 


6.3.2 Modelul Wilson cu deficit de stoc 


Criteriul de funcţionare a stocului şi caracteristicile 1 — 5 sunt aceleaşi ca şi în 
modelul precedent, dar a şasea este modificată: 


6'. Se admite deficit de stoc. 


Şi funcționarea acestui stoc are loc în cicluri de lungime 7, unde 7 este 
timpul între două comenzi succesive. În momentul iniţial al fiecărui ciclu se 
dă o comandă de volum 
q=S5-—s,>0 care este satisfăcută 
imediat, astfel că nivelul iniţial al 
stocului este S=q+s9>0. 
Perioada 7 constă din două intervale: 
primul, de lungimea t, reprezintă 


timpul în care se consumă rezerva S, 
adică S = ut, al doilea, de lungimea T-t, este timpul când în stoc nu mai 
există rezervă şi se cumulează deficitul (intensitatea cererii rămânând x ), care 
va fi acoperit în momentul sosirii partidei următoare de produs de volum g. 
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La sfârşitul ciclului deficitul atinge valoarea s, şi se va da comanda următoare 
— va începe un nou ciclu. La fel ca şi în modelul precedent, volumul stocului 
în momentul 1 este s(t)=S-ut, re[0,7), s(1,)=0, ceea ce implică 
S = ut, iar s(7)=s9, deci q= ur. Întrucât s(t)>0 doar pentru re[0,1,), 

t 


rezerva totală păstrată în perioada [0,7) este Roer = Í s(t)dt =— = — 
0 


Deficitul cumulat (lipsa totală de stoc) pe perioada [0, T) este: 


tes oa 0 E) a tea 


Cheltuielile totale medii pe unitate de timp sunt: 


1 
F(a 537) (Ci + Cuq +C, Rpt C, Lyer): 
Ele pot fi exprimate prin q şi S şi, ca rezultat, modelul problemei de 


gestionare optimă a stocului cu deficit este: 


C, +C, S? 
(45) ac, a EAE, Soc, +48 | min 
q 
q= ut, 
S = ut, 
Ss =S5-q, 
0<S <q. 


Aici F(q,S) este convexă în domeniul q>0 (se verifică uşor). Rezolvăm 


problema de minim necondiționat şi dacă soluţia ei verifică restricțiile, ea este 
şi soluția modelului de stoc. 
Determinăm q° şi S° din sistemul: 


oF _(C,+C,)as 
E g a, 


C, +C, S? C, 2 
OF TC Sci SH ga p C sp 2a 
ôq 2 q 2 q 2 (C,+C,) 2 q 


şi obținem: 
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n 


it RIC IER ag ja 300 a | E 
EV E CE NE NCIC 
(avem 0< S°<q°), deci q° şi s° reprezintă soluția modelului de stoc cu 


deficit. Valorile optime pentru ceilalți parametri ai problemei se calculează 
după formulele respective. Astfel, dacă este admis deficit de stoc, atunci: 
valoarea lui maximă este 


2uC,C, 
s? = S° g. — H 
(c, +C,) 
- [Ea e: Ca: 
perioada optimă este T° = 


— J2uC,C,, 
P 


C, + 
; i > oS 2C, C: 
timpul în care se consumă rezerva este t; = — = ; 
u uC, \ C, +C, 


Comparând aceste rezultate cu cele din modelul fundamental Wilson, putem 


City: au C, EN 
scrie: q’ = q* „= a a 
F C, 


Cc, J2uC,C,., 


deci volumul optim comandat q° >q*, perioada optimă T° >7*%, S° < S*, 


cheltuielile minime sunt F = uC, + 


F = F*— 


F° < F* — cheltuielile optime pe unitate de timp sunt mai mici, dacă se admite 
deficit. Când C, —> +, valorile optime din modelul doi tind spre valorile 
optime din modelul fundamental, adică o amendă mare impune o funcţionare 
0 0 
T-t 6G 


= 
T C, +C, 


a — 0, când C, > +œ — pentru C, mare, durata lipsei de stoc e mică. Fixând 


fără lipsuri de stoc. Rata de timp cât este lipsă de stoc a = şi 


un & potrivit e posibil de ales C, care garantează acest a. Astfel, cunoscând 
costul de stocare C, beneficiarul poate impune un preț de penalizare C, 


convenabil lui. 
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6.3.3 Stoc cu ritm finit de aprovizionare 


Caracteristicile 1 — 4, 6 sunt aceleaşi ca şi în modelul fundamental din 6.3.1, 
dar punctul 5 este modificat: 


5. Realizarea comenzii începe în momentul de lansare a ei, dar produsul 
intră în stoc cu intensitate constantă de A unităţi într-o unitate de timp 


(evident A > u, altfel s(7)— —o, când t —> œ). 


O asemenea situaţie se întâlneşte într-o întreprindere când o linie de producere 
este pusă în funcţiune în momentul apariţiei unei comenzi, funcționează până 
în momentul atingerii nivelului maxim S al stocului, apoi se opreşte. 
Construim modelul, considerând că în momentul iniţial al ciclului de 
lungime 7 a fost atins nivelul S şi 
linia s-a oprit până la momentul când 
stocul se va micşora până la 
nivelul sy şi se va da (lansa) 


următoarea comandă -— linia va 
reîncepe producerea şi produsul va 
începe să intre în stoc cu 
intensitatea 4. Ciclul se încheie în 
momentul 7 când nivelul stocului îşi 
atinge din nou nivelul maxim S. Intensitatea cererii u este constantă. 


În acest model: 
s(t)=S- ut, Osr<t, 


s(t) = So 


s(t)= s(t)+f(4-u)ar =s,+(4-u)(t-4), t <t<r, 
S (7) = 5. 
Din considerente geometrice (vezi desenul) se obţine că cantitatea 


totală stocată pe perioadă în acest model R, (egală numeric cu suma ariilor 


triunghiurilor AABC şi ACDE) coincide cu cea din modelul fundamental 
Wilson, în care intensitatea de ieşire ar fi 44 =tgo, egală numeric cu aria 
triunghiului AABE. Astfel, modelul se reduce la cel fundamental înlocuind în 
el u prin 4. Intensitatea g, poate fi uşor calculată. Într-adevăr, având 
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q = S -S m=tga=4, iar t=4f4+(r-4)=>+ „obţinem 


A= 
pea F pH) 


6.3.4 Stoc cu ritm finit de aprovizionare şi lipsă de stoc 

Acest model se reduce la modelul din subparagraful 6.3.2, întrucât, iarăşi din 
considerente geometrice, rezultă că cantitatea totală păstrată şi lipsa totală de 
stoc în modelul dat sunt aceleaşi ca şi în modelul din 6.3.2 în care intensitatea 


cererii ar fi 44 Hz) 
Aşadar: 
q = Ht, 
q=(4-u)(t=1), 
m=tga=4, 
s 
=. tă q 
T= +(T-t TER 
u(4-nu 
Mu n ) 


Într-adevăr: 


R” =ariaaOAB + ariaa KML, 


per 


L” = ariaaBKD. 


per E 
Dacă arătăm că BC = KL, atunci 


RY, =R" (u,) =ariaaOAC, 


per 


LY, = Loc (44 )=ariaaCLE, 
(indicele de sus indică numărul subparagrafului: 6.3.4 sau 6.3.2). Dar în 
AADE şi aDEM avem BC şi KL paralele cu bazele respective, deci 
DE DE 

le A, de unde rezultă BC = KL. 

BC S KL S 
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6.3.5 Modelul Wilson cu costul de achiziţie dependent de 
volumul comandat 


Să studiem modelul fundamental în ipoteza suplimentară că costul de achiziţie 
a unei unităţi de produs depinde de volumul comandat q: este indicat un 


nivel Q astfel că pentru q<Q costul unei unităţi este C}, pentru q2 Q 
costul este C} şi C < C}. 

Atunci, pentru comanda de volum q cheltuielile medii pe unitate de 
timp sunt (modelul din subparagraful 6.3.1): 


F( E dai q<Q, 
Ciu+f(q)=F (4), 429, 


unde f (q) sunt cheltuielile ce nu 
depind de C, (vezi subparagraful 
6.3.1). 

Aici F(q) are punct de 
discontinuitate în punctul q =Q, 
iar q* este punct de minim comun 
pentru F (4), E (q). 

Punctul de minim al 
funcției F(q) depinde de poziția 


punctului Q. 


F, (q4*), dacă Q < q*, 
Epi E F, (Q), dacă Q € q*,1), 
F(q”), dacă Q >q. 
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6.3.6 Modelul Wilson de stoc cu pierderi (perisabil) 


Modelul are caracteristicile 1 — 5 din subparagraful 6.3.1 şi, în plus, există 
pierderi proporționale cu cantitatea s stocată. Deci pentru nivelul stocului 
avem ecuaţia diferențială: 


s'(t) = -u-vs(t), s(0) =5. 

În acest stoc perisabil e rațional să adoptăm s, =0 — nu se vor păstra 
rezerve de pe o perioadă pe alta. Deci, s(0)=q=5S, s(7)=s9=0. Prin 
urmare, soluția ecuației diferențiale este: 
s(t)= Epe” a + £) „ iar condiția s(7)=0 implică q= P(e — 1). 

v v v 


Stocul mediu în unitate de timp este 1 [stea =- (e” 1) es 
T VT v 
Cheltuielile medii pe unitate de timp pot fi exprimate prin 7 şi ca 
rezultat obținem modelul: 


f(z) 


7, C C 
-etea so tuyauterie, vin 


T i T T v v 220 


Perioada optimă 7* se determină din ecuaţia f'(7)=0 care are o singură 


rădăcină în domeniul 7 >0. 


6.3.7 Stoc cu orizont finit şi fără lipsuri 
Fie [0, T] — intervalul de funcționare a stocului, N -— cererea totală pe 


întregul interval [0, T], u — intensitatea constantă de ieşire din stoc, 
deci u=2. Dacă 7 este perioada de reaprovizionare, q — mărimea 


i a ; ; ; T Ș 
comenzii, n este numărul de cicluri, atunci n =—, Q =nq, deci q = ur. 
T 


Să considerăm ultimul ciclu, corespunzător intervalului de 
timp [7-z, T]. Cheltuielile totale pe acest interval pot fi exprimate ca 


funcție de q întrucât s(T)= s, =0: 
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2 


E(a)=G rac +C, = +C 


Cheltuielile totale pe întregul interval de funcționare a stocului, care constă 
din n cicluri, sunt nf (4). Definitiv obținem modelul: 


q>0 


F(q)=nf (q) -r[uc, m sca] — min. 


Volumul optim al comenzii q* se calculează (vezi modelul fundamental) 


[2 
după formula q* = HE unde u= 2, deci: 
P 


20C, 


PES BET 
u Q 


iar F* = TE. = OC, +, |207C,C, (E — optim în modelul din 6.3.1). 


Remarcă. În mod similar se demonstrează că dacă se admite lipsă de 
stoc, iar în momentul inițial s(0) = 0 (stocul de abia se va crea şi la început 
va exista deficit), în momentul final s(T) =0 (întrucât stocul se lichidează), 


atunci parametrii optimi se calculează după formulele modelului din 
subparagraful 6.3.2 cu u=2, iar F*=TR) (F — optim în modelul 
din 6.3.2). 


6.4 Stocuri cu cerere aleatorie şi cu o singură perioadă fixă 


Vom studia stocuri stohastice în care cererea de produs este aleatorie, iar 
stocul funcţionează o singură perioadă. În general, pentru stocuri stohastice cu 
orizont finit şi n perioade de funcționare (n reaprovizionări momentane sau 
cu întârziere constantă) revizia se efectuează periodic — în momentul iniţial al 
fiecărei perioade se decide ce volum urmează a fi comandat ţinând cont de 
nivelul stocului la acel moment, de cantitatea comandată anterior ce va intra în 
stoc în decursul perioadei (dacă comanda se realizează cu întârziere) şi de 
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pronosticul cererii pe perioada respectivă. De regulă, se presupune că cererile 
totale pe perioadele succesive de timp formează un şir de variabile aleatorii 
nenegative, independente, distribuite identic. 

Aşadar, vom considera că stocul funcționează o singură perioadă dată 
de timp [0, 7] = [0, T] în supozițiile: 


1) cererea totală u pentru această perioadă este nenegativă, aleatorie, 


legea ei de repartiție ®(x)=P(u<x) este cunoscută (de regulă, ea 


poate fi evaluată din date statistice); 


2) în momentul inițial de timp t=0 se dă o comanda de volum S care 
este satisfăcută imediat şi total; 


3) dacă cererea totală realizată u este mai mică decât S, atunci surplusul 
achiziţionat cauzează pierderi C, la o unitate de produs; dacă cererea 
depăşeşte rezerva S, acest fapt conduce la pierderi C, la fiecare 
unitate-lipsă de produs (amendă pentru deficit). 


6.4.1 Stoc cu cerere aleatorie discretă 
Admitem că variabilele § şi u sunt discrete, iar p(u) sunt probabilitățile 


respective pentru u =0,1,2,... 


Nu există cheltuieli de stocare 
Presupunem la început că cheltuielile de stocare sunt mici şi pot fi neglijate. 

În asemenea condiţii media cheltuielilor totale pe intervalul [0, 7] 
depinde numai de § şi modelul problemei de gestionare optimă a stocului 
este: 


S Co 


P(S)=G,È(S-u)p(u)+C, È (1-5) > „amin, 


u=0 u=S+ 


De aici, confruntând expresiile pentru F(S ) şi pentru F(S+1), după 
transformări simple se obține relația: 


S 


F(S+1)=F(S)+(C,+C,)X p(u)-C,, (1) 


u=0 
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justă pentru S e N. Scriind-o pentru S = S —1, obţinem: 
S-1 
F(S-1)=F(S)-(C,+C,)X} p(u)+C,. 
u=0 
Dacă pentru un S° se verifică inegalităţile: 
F(S%+1)>F(5%), 
0 0 (2) 
F(S°)<F(S°-1), 


sau (vezi formulele precedente) echivalent: 


s%-1 
(€,+c,) È p(u)-C, >0, 
F 3) 
-(€,+C,)Xp(u)+c, >0, 
u=0 
atunci acest $° este volumul optim care trebuie comandat. Într-adevăr, în 
acest caz inegalitatea F(S +1) > F(S i ) implică: 
F($%+2)=F(5%+1)+(C, CIS pe, > 


u=0 
s? 
>F(S°)+(C,+C,)X p(u)-C, >F(5%) 
u=0 
ş.a.m.d., adică F(S° +k) > F(s*), k = 2,3... În mod similar se demonstrează 
că din F(S°—1)>F(S°) rezultă F(S°-k)>F(S°), k=2,3,...,5%. Deci S° 
care verifică (3) este minim global al funcţiei F(S) pe N. Inegalităţile (3) pot 


fi scrise ca o inegalitate dublă: 


5 plu)< E <2 p(u) (4) 


b(s%)<p<o(s%+1), (5) 
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este funcţia de repartiție a cererii u. 
Relaţia (4) serveşte pentru a determina volumul optim S°: se 


Ss 
calculează consecutiv X p(u) pentru S =0,1,2,..., până când pentru un S$ se 
u=0 


verifică (4). Acesta şi va fi volumul optim S°. Un asemenea S° există 
S 
numaidecât: avem 0< p <1, iar X p(u) creşte de la 0 până la 1 concomitent 
u=0 
cu creşterea lui S. 
Dacă pentru un S % în (4) unul dintre semne este "=", de exemplu, 


So) u)< p=) p(u) 


atunci F(S* +1)=F(S%) (vezi (2)). Deci sunt optime ambele valori S° 
şi SO+1. 


Există cheltuieli de stocare 


Admitem acum că cheltuielile totale reprezintă suma cheltuielilor de stocare, 
care sunt substanțiale şi nu mai pot fi neglijate, şi a amenzii pentru deficit. 


Vom presupune pentru simplitate că consumul pe intervalul [0, 7] este 

; i ; 5 u y tonie 

continuu cu intensitatea constantă u =—, unde u este cererea totală realizată 
T 


pe interval. Graficul nivelului stocului s(t) este reprezentat în desene 


(graficul s(t) real reprezintă o linie frântă, pe desen — cea întreruptă). 
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În acest caz media cheltuielilor totale pe interval este (vezi desenul) 


CĂ (s-ar Eple, È Fola, $ CE) pla) 


u=0 u=S+ u=S+1 


N AA u S : ST PNA ; 
Intrucât în cazul u> S avem —=—, deci 4 EEA putem scrie că media 
T~ 


cheltuielilor totale pe unitate de timp (împărțim la T =T ) este: 


F(s)-c,S[s-t pt) +c, $ Sote, $ t) 


u=§+1 u=S+1 
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Procedând la fel ca în cazul stocului fără cheltuieli de stocare (vezi (1)) se 
obţin formulele: 


unde 


G(5)- Xplu)(5+1) 5 PO -o(5)+(5+1) 5 plu) 


u=0 u=S+ U 
şi avem G(S+1)>G(S) pentru orice s. 


Condiţia că S° este minimul global al funcţiei F(S ) pe N este: 


C 
G(s* -1)< = m <G(s°). 


(4) 
La fel ca (4), condiţia (4') poate fi aplicată pentru a calcula s%, 


întrucât în probleme reale întotdeauna există o careva valoare w — limită de 
sus pentru valorile posibile ale cererii, adică p(u)=0 pentru u > 7 şi sumele 


în G(s) vor fi finite. 


6.4.2 Stoc cu cerere aleatorie continuă 
Vom considera că cererea totală u pe interval este o mărime aleatorie 
continuă cu densitatea de repartiție p(u). Evident, în formulele de definire a 
funcției F(S ) sumele se vor înlocui prin integralele respective. 

Dacă cheltuielile de stocare pot fi neglijate, modelul problemei este: 


S 


F(S)=C, (S -u)o(u)du KAC aSo Oar: 


S20 
0 


Funcția F(S) este continuu derivabilă: 
S co 
F'(S)=C,|oø(u)du-C,fp(u)du=(C,+C,)®(S)-C,, 
0 S 
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F'(S)=(C,+C,)o(S), 
şi deci F'(S )>0 pentru orice S, întrucât funcţia de repartiție (sS ) este 
crescătoare. Prin urmare, funcția F(S) este convexă şi îşi atinge minimul 


global în S°, soluţie a ecuaţiei F'(S)=0, adică: 


C 
a(t) -i 
sP 


(4") 
Acest S° este pozitiv, deoarece ®(S)=0, S<0. Prin urmare, S° este 


volumul optim care trebuie comandat. 
In cazul când cheltuielile de stocare nu pot fi neglijate, modelul 
problemei de dirijare optimă a stocului este: 


pi u Rs? ? 
E(s)=c,[|s-* olac, fZ ol)duc,f 
Atunci condiția de minim pe N este: 
F'(S)= 
=c, jol): cete | ot) c, > (6) -c, f o(u)au = 


S S 


(u-s) 
2u 


S 


=(C, +c.)[ ou) du+(c, +C, )fo(u)du-C, =0. 
S u 0 
Adică, pentru volumul optim S° avem: 


ao otp, G 
BA > ue Tera 
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Capitolul 7 Optimizarea multicriterială 


Pentru o fiinţă care gândeşte a acţiona conform naturii sale 
proprii înseamnă a acţiona numaidecât şi raţional. 
Marcus Aurelius 


„„„mărimea fiind numai relativă, astfel încât ceea ce nouă ni-i 
mare altora li se pare mic. 
Mihai Eminescu 


Pentru a realiza un scop bun, se întreprinde şi ceva foarte rău. 
Tantrăkhyâyika 


Nu-i un asemenea subterfugiu la care n-ar recurge omul ca să 
evite dificultăţile reale pe care le implică procesul de gândire. 
Sir Joshua Reynolds 
Problemele din acest capitol țin de luarea deciziilor în condiţii ce includ mai 
multe criterii de evaluare a variantelor admisibile. 


7.1 Noţiuni şi proprietăți de bază 

Problema de optimizare multicriterială reprezintă modelul problemelor 
decizionale în care din mulțimea X de variante posibile trebuie aleasă una în 
condiția că fiecare variantă x (rezultatul adoptării ei) se estimează printr-un 
ansamblu de m indicatori numiţi criterii parţiale. Un criteriu parțial reflectă 
o anumită proprietate a variantei x, adică un aspect, o consecință a 


rezultatului adoptării ei. 

Anume lipsa unui criteriu unic care să aprecieze global (integral) 
calitatea variantei şi constituie specificul acestei probleme. Decidentul trebuie 
să aleagă o variantă ţinând cont de toate m criterii parţiale. În problema de 


cercetare operațională prezența a m (m>1) criterii parţiale folosite pentru 


luarea deciziei reprezintă (reflectă) în model existența a mai multor (m) 


scopuri reale, deseori contradictorii, pe care decidentul le urmăreşte (de care 
ţine cont) concomitent când alege strategia (varianta) sa. Valoarea criteriului 
cu numărul i pentru varianta x caracterizează gradul cu care această variantă 
realizează scopul respectiv i pus de decident. Deci în model criteriile parțiale 
reprezintă scopurile multiple şi sunt identificate cu acestea. 

În probleme reale mai este posibil şi faptul că iniţial unele criterii 
parţiale nu sunt numerice. În asemenea cazuri se folosesc scări, proceduri 
speciale, care le transformă în criterii numerice. De exemplu, în patinajul 
artistic criteriile „tehnica de executare”, „impresia artistică” (care nu sunt 
numerice), se transformă în numerice — fiecărui concurent (sportiv) x i se 
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pune în corespondență un număr — punctajul pentru tehnică, şi un altul — 
punctajul pentru impresia artistică, adică criteriile devin numerice. Desigur, 
aici nu poate fi exclus şi un careva subiectivism, dar subiectivismul e 
inevitabil în problemele de cercetare operaţională (în care participă persoane) 
chiar începând de la lista scopurilor puse de decident. 
Astfel, se va studia problema de alegere a unei variante din mulțimea 
de variante admisibile X în condiţia că: 
e fiecare variantă admisibilă x este evaluată prin m valori numerice 


ale m criterii parțiale f(x). f, haf (x), fi(x):X>R, i=1,m; 


e pentru fiecare criteriu parțial f, (x) (i = 1,m) sunt preferabile valori 
mai mari. 
Formal problema poate fi scrisă: 


f(x) > max, xeă, (1) 


unde f(x) =(f,(x).f, (x), fn (x)) este o funcție vectorială definită pe X, 
componentele ei fiind funcții numerice. Problema (1) se numeşte problemă 
multicriterială de optimizare (problemă de optimizare multicriterială), f(x) — 
criteriu vectorial, f, (x), i = l,m, — criterii parțiale. 

Aici (1) reprezintă doar o notație a faptului că trebuie ales un punct 
din X în condiţia că pentru fiecare criteriu parțial „mai bune” (preferabile) 
sunt valorile mai mari. 

Problema  monocriterială (m=1l) de  maximizare are câteva 
caracteristici distincte: 


e orice două puncte admisibile x’ şi x” din X pot fi comparate între ele 
prin valorile respective ale unicului criteriu (x° este „mai bun” 
decât x” dacă f(x')>f(x”); 


e soluţie optimă (punct optimal) se numeşte x* e X pentru care 
f (x) > f (x), vxeX, 
sau, echivalent, 


e punctul x*eX se numeşte optimal, dacă nu există xeX „mai bun” 
decât x*. 
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Şi în problema multicriterială punctele admisibile (variantele, 
strategiile) nu se compară între ele nemijlocit, dar prin valorile criteriului 
vectorial. Însă aici situaţia este mai complicată, întrucât nu orice două puncte 
pot fi comparate. 

Pentru două puncte x',x” eX se spune că: 


e X şi x” sunt incomparabile, dacă există doi indici i, k, astfel încât 
f(x) >f, (x"), iar f, (x )< f(x); 


e x' este „mai bun” decât x” (x' domină x", x' domină slab x", 
x' este preferabil lui x"), dacă f (x')2f(x") şi există cel puțin un 
indice i pentru care are loc f(x’) >f, (x"); această relație se 


notează x >x”; 


e x este „strict mai bun” decât x” (x' domină strict x"), dacă 
f (x') >f (x); această relaţie se notează x > x”; 


Li 


e x° este echivalent cu x” (indiferent după preferință) dacă 
f(x')=f(x"); relaţia de echivalență se notează x' ~ x”; 


e x este „nu mai rău” decât x", dacă f(x”) > f(x”); se notează x'>x”; 


evident, relația „nu mai rău” înseamnă sau „mai bun”, sau 
„echivalent. 


Relațiile definite supra generează în X doar o ordine parțială, ceea ce 
înseamnă că, de regulă, vor exista puncte incomparabile şi, prin urmare, în X 
nu întotdeauna va exista x* pentru care f (x*) >f (x), YxeX. Cu alte 


cuvinte, soluția problemei multicriteriale nu poate fi definită ca un asemenea 
punct, întrucât cazul ideal, când toate m criterii parțiale îşi ating concomitent 
valoarea cea mai mare în acelaşi punct x*, este absolut excepțional. 

Însă a doua definiție a punctului optim, dată pentru problema 
monocriterială, nu e lipsită de sens nici în cazul multicriterial. Prin analogie 
se introduce noțiunea de punct optim în sens Pareto sau punct eficient. 

Punctul x*e X se numeşte eficient (nedominat, optimal în sensul 
Pareto) în problema multicriterială (1), dacă nu există x din X astfel că 
x> x*, adică mai bun decât x*. Mulțimea de puncte eficiente se 


notează ef X. 
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Punctul X* e X se numeşte slab eficient (optimal în sensul Slater), dacă nu există 
xeX astfel că x >x*. Mulțimea de puncte slab eficiente se notează sef X. Evident, 
ef X c sef X. 


Orice două puncte eficiente sau sunt echivalente, sau sunt 
incomparabile. 
Fixând un punct eficient x* e X, putem scrie: 


X=(x cX:x* >x}U{x EeX:x~ x Ufx e X:x este incomparabil cu xi, 
Dacă mulţimea punctelor incomparabile cu x* este vidă, atunci, evident, 
ef X={x*} sau ef X=(xe X:x-x*!. Deci cazul ideal, când toate criteriile 


parțiale îşi ating concomitent valoarea maximă pe X în aceleaşi puncte, e 
posibil doar dacă toate punctele din X sunt comparabile. 

De regulă, mulțimea ef X, fiind mai îngustă decât X, conţine mai 
multe puncte incomparabile între ele (posibil, o infinitate) — dacă sunt evaluate 
numai în baza criteriului vectorial, toate sunt „la fel de bune”. Astfel, apare 
necesitatea de a preciza noțiunea de soluţie pentru problema multicriterială. 

Există două concepte de soluţie a problemei multicriteriale: 


1) soluţie a problemei se consideră toată mulțimea ef X, deoarece în baza 


informaţiei în care a fost formulată problema, toate punctele eficiente sunt 
la fel de bune (ele fiind incomparabile); 


2) soluţie a problemei (1) poate fi doar un singur punct din ef X, întrucât (1) 


este modelul unei probleme practice de adoptare a deciziei — această 
decizie va fi realizată şi de aceea se va alege o variantă unică. 


Mulțimea ef X se mai numeşte mulțime de compromis: alegând un 
punct concret x* e ef X, persoana care ia decizii merge la un compromis — el 


se pronunţă pentru anumite valori ale unor criterii parţiale cedând în valoarea 
celorlalte. 

Alegerea unui singur punct din ef X poate fi efectuată în mod raţional 
doar în baza unei informaţii suplimentare, neincluse în formularea 
problemei (1). Asemenea informaţie poate fi obținută de la factorul de decizie 
sau experţi. De regulă, ea se referă la importanţa relativă a criteriilor parţiale. 
Folosind-o, poate fi formulată o regulă de alegere a variantei, numită principiu 
de optimalitate sau selector. 

Selectorul reprezintă o problemă de optimizare cu un singur criteriu, 
construită în mod special în baza problemei (1) şi a informaţiei suplimentare 
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disponibile. Criteriul ei (funcţia obiectiv) se scrie folosind criteriile parţiale şi 
se numeşte sinteză a criteriilor parţiale. Selectorul are, în general, forma: 


F(f (3),53(3) esti (x)) — max, xeX' că. 


Soluţia acestei probleme monocriteriale şi se alege în calitate de soluţie unică 
a problemei multicriteriale (1). Evident, este justă afirmația: oricare ar fi 
selectorul, soluţia problemei (1) va fi un punct eficient. Într-adevăr, dacă 
soluţia selectorului x* gef X, atunci există xe X „mai bun” în (1), deci x* 
nu poate fi soluţie a problemei (1), orice sens suplimentar n-ar fi introdus în 
această noţiune. Prin urmare, în calitate de selector poate fi luată numai o 
problemă a cărei soluţie va fi punct eficient. 

Soluţia problemei multicriteriale ca soluţie a problemei de luare a 
deciziei va reprezenta un compromis acceptat de decident. Alegând în mod 
special selectorul, poate fi găsit cel „mai bun” compromis în careva sens 
indicat. 

Indiferent de conceptul soluţiei în (1), rămân importante următoarele 
întrebări: 


e care condiţii garantează ef X#+ © ? 

e care este caracterul calitativ al punctului eficient — cu ce se deosebesc 
punctele eficiente de celelalte din X; care sunt condiţiile necesare şi 
cele suficiente de eficienţă ? 

e cum de găsit punctele eficiente ? 


La analiza problemelor multicriteriale uneori e comod şi chiar necesar 
să se treacă de la criteriul vectorial f (x) la un altul echivalent, dar mai 
adaptat pentru cercetare. 

Două criterii vectoriale f=(f,f,,..f) si 8=(85 82-8) se 
numesc echivalente pe mulțimea admisibilă X, dacă ele generează aceleaşi 
relaţii de preferinţă: 

X=<X XX, 
f g 
X'<X" &X' 2X"; 
f g 
x’ ~x" XX; 
f g 
XX © xX' <x". 
T z 
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Evident, pentru criterii vectoriale echivalente f şi g avem: 
ef f(X)=et g(X). 


Însă un punct x* ales din ef X cu un selector construit pentru f poate 
să nu fie ales printr-un selector analogic construit pentru g — ultimul va alege 
un punct eficient, dar, în genere, diferit de x*. De exemplu, un punct eficient 
determinat ca maxim lexicografic pentru criteriul f : Lex max f (x), poate să 


nu coincidă cu cel calculat pentru criteriul g : Lex max g(x), obținut din f 


doar prin renumerotarea criteriilor parțiale, cu toate că f~g (vezi 


demonstrația teoremei de existență a punctelor eficiente). 
Nemijlocit din definiții rezultă următoarele proprietăți: 


f 
1. Dacă f ~g, atunci pentru orice funcție y (x) are loc: | l ~ | 
4 y 


Proprietatea 1 se aplică atunci când, adoptând la început un model 
neadecvat al unei probleme practice, e nevoie să se examineze un criteriu parțial 
suplimentar — acesta se va asocia la setul de criterii g cu care se lucrează, f fiind 


deja înlocuit cu un criteriu vectorial mai comod g . 


2. Dacă funcția é (v) este strict crescătoare după y,, atunci 


E = Petit) şi E (ie CA PRE sunt echivalente. 


Mai general: o transformare strict monotonă a criteriilor parţiale 
menţine echivalenţa criteriilor vectoriale. De exemplu, pentru 


gi (x)=a,f.(x)+4, a >0, i=1,m, obţinem g~f. 


Proprietatea 2 permite să se folosească criteriile parțiale cu caracteristici 


2 
4 è š AX A. ue Sai 
funcţionale mai bune. De exemplu: funcţia f, (x) =e 2x nu este nici convexă şi 


nici concavă pe R”, pe când 6; (£) =lnf, (x) = -5 E este concavă pe R”. 


3. Dacă p(y)=p(>y,, y2..--.Y,,) este o funcţie numerică crescătoare 


în raport cu argumentul vectorial y, adică y' >y” implică 
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t(x) 


y')zọ(y"), atunci f~ — la setul de 
E oli 0at,()] 


criterii f putem adăuga sau putem exclude din set un criteriu 
parțial care este funcție crescătoare în raport cu celelalte criterii 
parțiale. 


Valorile criteriilor parțiale în aplicații pot fi exprimate în unități 
naturale: tone, metri, ore etc. In operațiile matematice cu ele, de exemplu la 
alcătuirea funcţiei sinteză F(x), avem nevoie ca toate criteriile să fie 


exprimate în aceleaşi unităţi sau să fie mărimi abstracte. Uneori se încearcă a 
le exprima echivalent în bani — lucru de loc simplu, deoarece cere date 
statistice suplimentare din care ar putea rezulta, de exemplu, creşterii cu câţi 
metri a valorii criteriului f, îi este echivalentă creşterea cu o oră a valorii 


criteriului f,. Trecerea de la mărimi reale la mărimi abstracte se efectuează 


normalizând criteriile parţiale. 

Uneori e de dorit ca valorile criteriilor să varieze pe acelaşi interval 
sau cel puţin valorile lor optime să fie egale. Dacă aceste condiţii sunt 
îndeplinite, atunci e comod să urmărim cum se schimbă criteriile, de exemplu 
în procente, la trecerea de la o variantă la alta. Pot fi aplicate următoarele 
criterii normalizate (echivalente cu f ): 


1) g (EOE, gi (x)e[0;1], vxex, i=1m 
2) g(x) a ==], i=lm 
3) g (= — aceste criterii se numesc devieri relative şi 


pentru ele sunt preferabile valori mai mici, iar pa =0, i= 1,m; aici 

f-(-8). 

Prin f~, f", sunt notate valorile extreme respective ale criteriilor 
f(x), i=]l,m, pe X. 


In continuare, în operațiile matematice cu criteriile parțiale valorile 
lor se vor considera mărimi abstracte. 
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7.2 Condiţii de existență a punctelor eficiente 


Condiţiile care garantează existenţa punctelor eficiente în problema 
multicriterială de maximizare 


f(x) —> max, x € X, (1) 


sunt analogice cu cele care garantează existența soluției în problema de 
maximizare cu un singur criteriu (teoreme de tip Weierstrass). 


Notăm prin C(X) mulțimea funcțiilor numerice continue pe X. 


Fie X o mulțime nevidă din R”. Atunci sunt juste următoarele 
teoreme de tip Weierstrass. 


Teorema 1. Dacă mulțimea X este închisă şi mărginită, 
fi(x)eC(X), i=1,m, atunci ef X + Ø. 


Demonstraţie. Reamintim că în R” pentru o mulțime X condiția 
„mărginită şi închisă” este echivalentă cu condiția că „X este compactă”. 
Definim consecutiv mulțimile incluse X > X}; 2...2 Xp: 


X, =fxex: f, (x)= max f, (x)}; 


xeX 


X, = |x eX: fe (x)= max f, (3). k = 2,m. 


xeXL 

Aceste mulţimi reprezintă compacte nevide. Într-adevăr, întrucât X 

este compact şi funcţia f, (x) este continuă pe X, mulţimea X, este nevidă 
(teorema Weierstrass) şi, ca submulțime (evident, închisă) a compactului X, 
ea este compactă. Judecând la fel şi pentru X,, k = 2,m, obținem că X,, este 


un compact nevid. 
Să arătăm că X,, cef X, adică că un x" din X,, nu poate fi dominat 


de careva punct din X. Prin definiţia mulțimilor X, putem scrie: 
X = (XX, ) U(X,X,) U(X.X, ) (ja: U(X mi Xa )U X n: 


Şi nici una dintre mulțimile din această reuniune nu conține puncte „mai 
bune” decât x" € Xp- 
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m 


În X\X, nu există puncte „mai bune” decât x" întrucât 
fi (x)<f, (x"), vxe XWX,. Punctele din XX, nu pot fi „mai bune” 
decât x" deoarece f,(x)= f, (x"), iar f,(x)<f, (x”), vxeX,X,. Prin 
raționamente succesive deducem că în X nX avem 
fi(x)=f, (x"), ekaa) fh (x") şi fax) <fn (x). În X, avem 
f(x)=f(x"), vxeX,. 


Elementele mulţimii Xp, definite mai sus, se numesc şi puncte de maxim 


lexicografic, iar totalitatea lor se notează Arg lex max f (x). Deci 
xeX 


X n > Arg lex max f (x). Denumirea e motivată prin faptul că la determinarea acestor 
xeX 


puncte se aplică acelaşi principiu ca şi la ordonarea cuvintelor în dicţionare. 


Folosind teorema 1 se demonstrează uşor următoarele două teoreme. 


Teorema 2. Dacă mulțimea X este închisă, f, (x)e C(x), i=1,m, şi 
> 


există un asemenea Xe X încât mulțimea Š= f{xeX: f(x ) f (3 e este 


mărginită, atunci ef X + Ø. 


Teorema 3. Dacă mulțimea X este închisă, f, (x)e C(x), i=1,m, şi 
funcția t,(x) este coercitivă, adică f (x)—>-%, când |x|—>œ (în 
particular, f(x) este concavă tare pe o mulțime convexă ce conţine X), 
atunci ef X + Ø. 


Remarca 1. Teorema 1 rămâne justă şi pentru X din spații infinit 
dimensionale dacă înlocuim condiția „X este închisă şi mărginită” cu 


„ X este compactă”. 


Problema multicriterială de maximizare (minimizare) o vom numi 
convexă, dacă mulțimea admisibilă X este convexă şi toate criteriile parțiale 


f; (x), i =1,m, sunt funcții numerice concave (convexe) pe X. 
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Remarca 2. Teoremele 1 — 3 rămân juste în aceleaşi formulări şi 
pentru X din spaţii infinit dimensionale reflexive, în particular pentru X 
dintr-un spațiu Hilbert, dacă problema multicriterială este convexă. 

7.3 Condiţii geometrice de eficiență 
Pentru problema multicriterială f(x) — max, xe X, definim în spaţiul R™, 
numit spațiul criteriilor, mulţimea 

Y=f(X)=fyeR": y=f(x), xeX! 
de valori ale criteriului vectorial — imaginea mulțimii X la aplicaţia 
f:X> R”. 

Teoremă (condiții geometrice de eficiență). Fie x*eX, deci 
y*=f(x*)e Y. Punctul x* eef X dacă şi numai dacă YNfy*+R”) =(y, 
unde R? ={zeR": z>0}. 


Demonstraţie. Necesitate. Fie  x*eefX. Să demonstrăm că 
YN fy* +R?) ={y*}. Într-adevăr, dacă admitem că există yzy* astfel că 
yeY, y=y*+Z, şi Z20 (+0), înseamnă că există Xe X încât f(X)=y şi 
Z= f(x)-f (x*) >0 (2 0), adică f(x) > f (x*) (+) — contradicție cu ipoteza. 

Suficienţă. Dacă Y Nfy*+ R?) ={f{y*}, atunci x*=f'(y*) este punct 
eficient (dacă există mai multe proimagini ale punctului y*, ele sunt puncte 
eficiente echivalente). Într-adevăr, dacă admitem că x*gef X, atunci 


3JxeX: f(x)>t(>) (20). Rezultă că y-y*=z>0 (20). Urmează că 


y=y*+Z şi yeY,ye (++ RI), y # y* — contradicţie. 
Remarcă. În spațiul criteriilor R" se defineşte relația de preferință 
(de ordine parțială) 


e y'>y", dacă y>y şi y'+y" (cel puțin pentru o coordonată 
inegalitatea este strictă) 


sau, echivalent, 
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e y >y',dacăy =y'+z, unde z>0,zz0. 


Conform acestei relaţii, pentru mulțimea Y de valori ale criteriului vectorial, 
mulțimea de valori (puncte) eficiente este 


ef Y=!yeY|ZyeY: y=y}=fyeY: (y+ RY ={y}}. 


Evident, ef Y c bd Y, adică ef Y este o parte din frontiera mulțimii Y, iar 
din teorema 3 rezultă că ef Y =f (ef X). 

Aceste observații sunt utile la cercetarea problemelor multicriteriale. 
În particular, dacă m=2 şi mulțimea Y=f(X) din R? se construieşte 
simplu, atunci mulțimea ef Y se determină grafic, iar ef X poate fi găsită ca 
proimagine a mulțimii ef Y la aplicația f, adică ef X =f" (ef Y). Dacă 
decidentul se pronunţă pentru un compromis concret (acceptă valorile y* ale 
criteriilor parțiale (y* e ef Y) ), atunci varianta aleasă de el 
este x*=f"(y*). Astfel, problema bicriterială în cazuri simple poate fi 


rezolvată grafic. 


7.4 Condiţii necesare şi condiții suficiente de eficiență 

Reamintim că problema multicriterială de maximizare se numeşte convexă, 
dacă mulţimea admisibilă X este convexă şi toate criteriile parţiale 
fi (x), i=l,m, sunt funcții concave pe X (convexe în problema de 


minimizare). Ea se numeşte liniară, dacă X este dată printr-un sistem finit de 
ecuații şi inecuaţii liniare şi toate m criterii parțiale sunt funcții liniare. 


Teorema 1 (condiții necesare în problema convexă). Dacă x* eX 
este punct eficient în problema convexă, atunci există numerele 


m 


p,>0, i=l,m, p;=1, astfel încât x* este soluția problemei 
i=1 
monocriteriale 


E (x)=5p, f, (x) max, xeX. (D 


Dacă problema multicriterială este liniară, această afirmaţie este justă 
cu p;,>0, i=l.m. 
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Demonstraţie. Vom aplica proprietățile de separare a mulțimilor 
convexe. Fie Y=f(X)cR™, y*=f(x*), deci y*e Y. Întrucât x* € ef X, 
avem {y +R} NY = {y}, deci mulțimea convexă int{y*+ R") şi Y nu 
se intersectează. Dar mulțimea Y, posibil, nu este convexă. De aceea 
considerăm conv Y -— învelitoarea convexă a mulțimii Y. Vom avea 
{y* +R" } Nconv Y = {y*}. Într-adevăr, dacă admitem contrariul, atunci 
există un zeR', zz0, şi o combinație convexă de puncte din Y, adică 


numerele 4, 20, k =1,s, TA =1, şi punctele y',...,y° din Y (s — număr 


k=1 


finit), astfel încât y*+z = Yay. De aici, având y“ =f(x*), x* eX, 


k=1 


k=1,s, şi x=) i eX, prin convexitatea mulţimii X, folosind şi 
k=1 


concavitatea funcțiilor f, (x), i=1,m, putem scrie: 


z=54f(x)-y* < e( 
k=1 


unde z2 0 (+). Astfel, pentru un X din X avem f(x)2f(x*) (+) — 
contradicție cu ipoteza că  x*eefX. Aşadar, este justă relația 
cony Y Nfy*+R"} ={y*}. Deci: 


S 


ax |y= -tC 


k= 


conv Y (int {y*+R"} =Ø 
şi, prin urmare, mulțimile conv Y, fy* + R”) pot fi separate în R™, adică 
3ce R™, c0, încât: 
(cy) <(e,y*)+(c,z)}, Vy econv Y, Yz eR”. 


Mai observăm că c20, întrucât de aici pentru y=y*eY urmează 
0<(c,z), vzeR?, inegalitate imposibilă dacă ar exista un c,<0. Din 


această relație, considerând z =0 şi y e Y, se obține: 
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ct (x)< Set (x), vxex. 


Împărțind ambele părţi ale acestei inegalităţi la da >0 şi luând 
i=1 


C A —— i . Ja 
p; =- —. i=l,m, rezultă afirmația teoremei în cazul convex. 


Vom omite demonstrația pentru cazul liniar. Menţionăm doar că şi ea 
foloseşte elemente de analiză convexă. 


Teorema 1' (condiții suficiente de eficiență) 


1. Dacă x* este o soluție a problemei de maximizare (I) cu 


p; >0, i=1,m, ar) =], atunci x* este punct eficient (x*eef X 
i=l 


indiferent de faptul dacă problema multicriterială este convexă ori nu). 


2. Soluţia x* a problemei (I) cu p, 20, i= 1, m, este punct eficient, dacă ea 


este unică (cu exactitate de până la echivalență) în raport cu criteriul 
vectorial. 


Demonstraţie. Dacă admitem că x* gef X, atunci există în X un X 
ce domină punctul x*, adică f(x)>f(x*), f(x)=f(x*). De aici, în cazul 
când p, >0, i=]l,m, rezultă F (x) >F (x*) — contradicție cu ipoteza că x* 
este soluția problemei (I). Dacă p, 20O, i =1,m, presupunerea de contrariu 
implică F (x) >F (x*) şi, întrucât semnul „>” este imposibil, x* fiind soluția 


problemei (I), rezultă F(x)=F(x*) -— contradicţie cu condiţia că 


problema (T) nu are soluţii neechivalente cu x*. 


Teoremele 1 şi 1' pot fi reprezentate schematic: 


problema convexă 


x 
x* cef X orice problemă 
P ae aaa 


x* este unic ~ 
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liniară J 


ma i [pr >0, iim: 0) makha) 


orice problemă y xeX 


CL 


Afirmația 1 din teorema 1' constată că problema (I) cu orice 


m 


p, >0, i=1,m, p;=1, reprezintă un selector (rezolvând problema (I) se 
i=l 


obțin puncte eficiente). Pentru diferiți p, > 0, i = l,m, D p; =1 se vor selecta 
i=1 
diferite puncte din ef X. Însă, în caz general, nu orice punct din ef X poate fi 


ales folosind un selector de acest tip, întrucât condiția afirmației 1 din 
teorema l’ nu este şi necesară. Numai în cazul problemei multicriteriale 


m 
liniare pentru fiecare x* eef X s-ar putea găsi p, >0, i=1,m, p p; =, care 
i=l 
ar selecta şi acest x*. Anume „şi acest x*”, deoarece un selector sumă (1) nu 
întotdeauna va selecta un singur punct din ef X, mai mult — poate să nu 


îngusteze deloc ef X. 
Din afirmația 2 a teoremei 1' rezultă, în particular, că dacă pentru un 


criteriu parțial f, (x) (k Ela m)) soluţia problemei 
fk (x) — max, X€ X, 


este unică (cu exactitate de până la echivalență), atunci ea este punct eficient. 
Dacă criteriul parțial f, (x) are puncte de maximum neechivalente în raport cu 
criteriul vectorial, atunci printre acestea numaidecât există un punct eficient 
(vezi demonstrația teoremei de existență). 
Exemplu. Să se cerceteze mulțimea de puncte eficiente în problema de optimizare 
bicriterială: 
i (xox) =x, > max, 
f (xx) = x, > max, 
X+X <3, 
x +2x, <5, 
x <2, 


x 20,x, 20. 
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Rezolvare. Mulțimea de puncte admisibile X este reprezentată în desen. Conform 
condiţiilor de eficienţă, linia frântă ABC reprezintă aici ef X. 


Întrucât problema este liniară, selectorul F (x A x) = Ax, + (1 — A) xX,, când A 


variază în intervalul (0, 1) „ va selecta întreaga mulțime 


1 
ef X. Dar aici cu 4=— se selectează întreg 
2 


1 
segmentul BC; cu 4 € (2 1) — numai punctul C; cu 
2 


11 1 
A (1.1) — numai punctul B; cu A =-— — întreg 
3 2 3 


1 
segmentul AB; cu je (o 1) — numai punctul A. 
3 


Criteriul f, are un singur punct de maximum pe X -— punctul A şi el este eficient. 


Mulțimea de puncte de maximum ale criteriului f, (xx) =x; pe X este segmentul CD, 
care conține puncte neechivalente şi există printre ele punctul C care este eficient — el poate 


fi găsit maximizând f, (xx, )=x pe mulțimea de puncte de maximum ale funcţiei 


f, (ax, ), adică pe CD. 


Teorema 2 (condiţii necesare). Dacă xreefX şi f,(x*)>0, 


m 
i =1,m, atunci există numerele p, > 0, i=1,m, pă p; =1, astfel încât x* este 


soluţia problemei 
F, (x) = min p, f, (x) > max, x € X. íD 


; Ea a l E . 
Demonstraţie. Luăm p, = —— > 0, i=l,m, atunci 


fi (x*) 
& f (x*)=1= min ĝ, f(x), i=1,m. 


Întrucât x* € ef X, un punct arbitrar x € X, xzx*, poate fi sau echivalent 
cu x*, sau dominat de x*, sau incomparabil cu x*. În oricare dintre aceste 
cazuri există un indice j= j(x) astfel încât f, (x*) 2f, (x). Deci 


min ĝ, fi (3*)= 8, fi (*) 2 8, f (3) 2 min f; (x), Vxex. 
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m p 


Împărțind ambele părți la SA >0 şi luând p, = Pi 


zi d, 


i=l 


„i=1,m, obţinem 


afirmaţia teoremei. 


Teorema 2' (condiţii suficiente). Dacă soluția x* a problemei (ID) cu 


m 
p; 20, i=1,m, Yp =], este unică (cu exactitatea de până la echivalență în 
i=l 


raport cu criteriul vectorial), atunci ea este punct eficient: x* e ef X. 


Demonstraţie. Într-adevăr, dacă admitem că există X din X care 
domină punctul x*, atunci F,(Xx)2F,(x*) (punctul X este soluţia 


problemei (Il), neechivalentă cu x* ) — contradicţie cu condiţia teoremei. 


Schematic putem reprezenta condiţiile teoremelor 2 şi 2' în felul 
următor: 


fi(x*)>0 
e 


x* este unic ~ 


Condiția f, (x*) >0, i= l,m, din teorema 2 nu scade din generalitatea 


acesteia, întrucât, dacă ea nu se verifică pentru un careva criteriu sau pentru un 
careva punct eficient, prin transformările f, (x)+b, unde b este o constantă, 


se va obține un criteriu vectorial echivalent, dar care are valori pozitive în 
toate punctele eficiente. 


Selectorul (II) pentru p, se le i=l,m, realizează un analog al 
m 


„principiului rezultatului garantat” — se caută un asemenea x din X încât cea 
mai „rea” dintre estimațiile variantei (valorile criteriilor parțiale) să fie cât 
„mai bună”. Sensul rămâne acelaşi şi în cazul când p, sunt diferiți, doar că în 


acest caz mai „rea” va fi o estimaţie p, f; (x) cu p, mai mic. Deci, variind p, 
se poate pune accentul pe un anumit f;(x), care se va maximiza 


preponderent, adică se poate sublinia importanţa anumitor criterii luând p, 


corespunzători. 
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Teorema 3 (condiţii necesare cu criteriu principal). Dacă x* eef X 
şi k este indicele unui criteriu parțial, atunci există numerele 


î, i= lm, izk, astfel încât x* este soluţia problemei: 
F (x)=£, (x) > max, xe X; că, (III) 


unde Xt = (x eX: fi(x)2t, i= l,m, iz k} (criteriul parțial f, (x) e numit 


principal). 


Demonstraţie. Luăm t, =f; (3%). i=l,m,izk. Pentru aceşti t, 
punctul x*e Xf. Dacă admitem că x* nu este punct de maxim global al 
funcției f, (x) pe Xp, atunci 3x € X} : f, (X) >f, (x*), adică, pentru un X 
din X avem f,(x)>t,(x*), i=l,m, şi fi (3) #f,(x*) — contradicție cu 


ipoteza: x* eef X. 


Teorema 3'. Fie k indicele unui careva criteriu parțial, t,, i= l,m, 
izk — numere pentru care X‘ =fxeX: fi (x)2t, i=1,m, i+k} +Ø. 
Dacă x* este soluție unică (cu exactitate de până la echivalență în raport cu 
criteriul vectorial) a problemei (III), atunci x* este punct eficient: x* eef X. 

Demonstraţie. Într-adevăr, dacă ar exista xeX care domină 
punctul x*, atunci f; (x) >f, (x) >t, i=lm, izk, adică XeX 


şi fi (x) >f (x*), deci X este soluția problemei (III), neechivalentă cu x* — 


contradicție cu condiția teoremei. 


Condiţiile teoremelor 3 şi 3' pot fi reprezentate schematic. 


x* eef X 2 


x* este unic ~ 


t, (=f, (x*)), i=k: f, (x*)=maxf,(x) 


YV 


xeXt 


Remarca 1. La definirea mulțimii X} în teorema 3 poate fi luat 
semnul „=”. 


189 


Remarca 2. Teorema 3 poate fi interpretată în spaţiul criteriilor 
astfel: dacă y*eet Y (adică y*=f(x*), x*eef X), atunci pentru toate 


criteriile parțiale, exceptând doar criteriul principal, pot fi indicate asemenea 
nivele t,, încât y* este soluția problemei: 


p(y)=y, > max, yeY =(ye Yo, >t, i=l,m, i#k}, 


adică valoarea maximă a criteriului principal, în condiția că celelalte criterii 

A E 3 š * à 3 “ 
parțiale au garantat valori mai mari sau egale cu t,, este y, şi se realizează 
în punctul eficient y* € ef Y. 


Teorema 3' stă la baza unei metode numerice de adoptare a unei 
variante acceptabile în cazul când decidentul poate indica un anumit criteriu 


fk (x) ca principal după importanță. Dificultatea aplicării ei constă în 
determinarea numerelor t,, i =1,m, izk, astfel încât mulţimea Xi să fie 
nevidă, valorile t, i=1,m, izk, să fie acceptabile pentru criteriile 
neprincipale, şi nu prea mari, altfel ele îngustează mult Xf şi valoarea 
maximă a funcției f, (x) pe X, poate să nu fie acceptabilă pentru decident. 
Asemenea valori potrivite t, se determină printr-un proces de tip „dialog”. 


Dar, e posibil încă şi faptul că punctul determinat ca soluție a problemei (III) 
să nu fie eficient, dacă el nu este unic. 

Următoarele trei teoreme formulează principii de construire a unor 
selectori de formă mai generală decât cei menţionaţi mai sus. 


Fie p:R"—R. Vom numi funcţia g(y) crescătoare (strict 
crescătoare) în raport cu argumentul vectorial y, dacă relația de ordine 
parțială y'>y” (adică y'2y",y'+y") în R™ implică p(y')>0(y”) 
(e(y”) >p(y”)). Dacă aici am considera y=f(x), atunci unui punct „mai 


bun” i-ar corespunde o valoare mai mare (strict) a funcţiei p(y). 


Teorema 4. Dacă p(y) este strict crescătoare, atunci orice 


soluţie x* a problemei monocriteriale: 
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F(x) = p(f (x)) — max, X€ X, 
(IV) 


este punct eficient în problema multicriterială (x* cef X). 


Demonstrație. Într-adevăr, dacă admitem că x*¢gef X, atunci există 
xeX care domină pe x*, adică f(x) >f(x*) (7), deci F(x) > F(x*), ceea 


ce este imposibil. 


Teorema 5. Dacă p(y) este nestrict crescătoare şi x* este soluţie 


unică (cu exactitate de până la echivalență) a problemei (IV), atunci x* este 
punct eficient (x* cef X). 


Demonstrație. Dacă admitem că x* gef X, atunci 
JIXxexX: f(x)2f(x*) (=+), deci F(x) 2 F(x*). Punctul x* fiind punct de 
maxim global, semnul „>” este imposibil, deci F(x)=F(x*), adică X 


neechivalent cu x* este soluție a problemei (IV) — contradicție cu ipoteza 
teoremei. 


Teorema 6. Fie gi (y) -og (y) funcții crescătoare, p(y) — strict 
crescătoare, F(x)=o(£(x)), G, (x)=g; (£(x)), i=1,s, t, i=l,s, — 


numere. Dacă x* este punct de maxim global al funcţiei F(x) pe 


xet = Îx eX: G (x)<t, i= Ls) , atunci X* este eficient. 


Demonstraţie. Dacă admitem că x* gef X, atunci 
Axe X: f(x)2f(x*) (+), deci G, (¥) < G, (x*), i=1,s. Reiese că x* e XS! 


şi F(X) > F(x). Contradicție cu condițiile teoremei. 


Remarca 3. Teorema 6 rămâne justă şi în cazul când oly) este pur şi 


simplu crescătoare, dacă cerem suplimentar ca punctul x* să fie soluţie 
unică (cu exactitate de până la echivalență). 
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Se observă uşor că teoremele I' — 3' reprezintă cazuri particulare ale 
teoremelor 4 — 6, respectiv. 


7.5 Determinarea mulţimii de puncte eficiente 


Problema găsirii mulțimii de puncte eficiente într-o problemă de optimizare 
multicriterială este foarte generală. Structura acestei mulțimi poate fi 
complicată. Spre deosebire de mulțimea de soluţii în problema cu un singur 
criteriu, mulţimea punctelor eficiente poate să nu păstreze proprietățile „bune” 
ale problemei. De exemplu, ea poate să nu fie convexă în problema convexă şi 
chiar în cea liniară, poate să nu fie închisă în cazul când mulțimea admisibilă 
este un compact şi criteriile parţiale sunt funcţii continue. 

Dar determinarea mulțimii de puncte eficiente, chiar aproximativă, 
permite decidentului să-şi formeze o viziune mai clară asupra situaţiei 


size urare: 


sigur. 


7.5.1 Determinarea grafică a mulţimii de puncte eficiente 
Pentru problema cu două criterii parţiale (m = 2) 

f (x) = (£ (x), (x)) — max, X€ X, 
în cazul când mulțimea Y =f (X)cR? se construieşte simplu, mulțimea 
ef Y se determină grafic — în puncte y din Y se deplasează imaginar 
ortantul pozitiv R? şi se construieşte mulțimea y+R?. Dacă y+R? nu are 
alte puncte de intersecție cu mulțimea Y în afară de punctul y, atunci y este 
o estimație eficientă, adică y e ef Y. Mulțimea ef X se găseşte ca proimagine 
a mulțimii ef Y la aplicația f, adică ef X =f (ef Y). 


Exemplul 1 (problemă liniară cu 2 criterii). Fie X c R” un poliedru cu vârfurile 


1 2 PE 
u,u',...,uP, adică 
P , E ap 
X= 1u? Pi = R": x= ju, 4A>0,iz=l A =1 
= CONViUu ,u ,...,„uU (=ixe = MU 4 20, 1=1,p, 5l}. 
i=l i=l 


Ambele criterii sunt funcţii liniare: f, (x) = (e, x), fz (x) = (e, x) „unde cc? e R” sunt 
vectori daţi. Notăm prin C matricea de dimensiunile 2xn ale cărei linii sunt formate de 


. 1 . 2 . 
componentele vectorilor € şi c“. Prin urmare: 
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Y = (y =(yy)eR?: yi = (el,x), y, =(&,x), xex} 


sau 


Y=fyeR?: y=Cx xeX}=lyeR: esa SG 1, 20,i=1,p, Ya = ; 


i=l i=l 
Notăm prin v'=Cu',i=l,p, imaginile vârfurilor poliedrului X. Obținem 
2 ai 3 A oaia : 
Y = conv {v',v yes P}, adică Y este un poligon convex din R° ale cărui vârfuri sunt 


imaginile vârfurilor poliedrului X (posibil, nu toate). Mulțimea ef Y va fi constituită din 
laturi ale poliedrului Y — imagini ale muchiilor sau feţelor de dimensiune mai mare ca 1 ale 
poliedrului X la aplicaţia C. Vom restabili ef X ţinând cont de acest fapt. 

Să ilustrăm cele expuse printr-un exemplu concret: 


Y = dx, — x, — X, — Max, 
Ya =x, +x, + xX, —> Max, 
X, + 2x, tan <6, 

x <4, 


x > 0,x, >20,x, 20. 


Mulțimea de puncte admisibile reprezintă un 


poliedru din spaţiul R? cu vârfurile: 


(0) (0) (0) 
u' =|0|, u*=|3|, u*=|o], 
(0) 0 2 
4 4 4 
u“=| o |, u'=|1|, u*=|o 
2:1:3 0 0 
Aplicând formulele Y = dă XX, 


Ya Să, +X, +x, , vom obţine: 
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RE 
3 


printre care sunt şi coordonatele vârfurilor 
mulțimii Y. Dacă desenăm poligonul Y 


(învelitoarea convexă a vârfurilor v', i =1,6), 


vir = A . 1 2 5 6 
stabilim că el are vârfurile v,v„,v„,v. 
Mulţime a estimațiilor eficiente ef Y este 


ea d A SI 2 5 6 . . Ery 
linia frântă v',v ,v . Proimagine a muchiei 


2 5 . 2 5 . Š 
v ,v , este muchia u,u din X, iar cea a 
Ai 5 6 4 5 6 . 2 5 4 5 6 . 
muchiei v` ,v , este fațeta conv {u „uU,u jă Deci et X =|u „u JUconv {u „uU,u i ŞI 


reprezintă o mulțime conexă, dar neconvexă — fapt caracteristic şi pentru problemele liniare 
cu mai mult decât două criterii. 


Exemplul 2 (problema neliniară cu 2 criterii când unul dintre criterii se 
exprimă ca funcţie de celălalt). Mulțimea Y se construieşte simplu când unul dintre criterii 


poate fi exprimat ca funcţie de celălalt: f, = o (£ ). În asemenea caz Y va fi graficul funcţiei 
y, =p(,) când y e ka E ei ] „unde fP", f”*, sunt valorile extreme ale funcției 
f, (x) pe X. 

De pildă, X = [0, 27] CR, f (x) =x, f, (x) = sin x. Atunci: 


Y = (9 = (w)eR?: y, =SİiN y Yı e [0,27]}; 


ef v-fyeR: y, =sin y, Yı e| uz juiz, 


iar ef X = E ; z] U {2m} nu este mulțime închisă. 
Să considerăm încă un exemplu de acest tip: 

f, (x) =4ax+ b(1 — x) — max, 

f (x) =x" (1 - x)" — max, 


unde xeX=[0,1]cR, a,b >0, &, p >00. 
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Dacă a=b, atunci f, (x) =a, x€ X, şi problema se reduce la o problemă cu un 
singur criteriu f, (x). 

Fie a+b şi să studiem cazul când a > b. Din formula y, =f, (x) exprimăm x ca 
y, -b 
a-b 


a 2 
yzb\ (a-y 
Y= verè: g0)=»: =| l ) | 3 , y, elba] , 
a-b a-b 
Mulțimea ef Y reprezintă arcul AB, unde A 
corespunde punctului de maxim pentru funcţia 


funcţie de y, şi îl substituim în y, = f, (x). Vom avea x= şi 


Y, =ø(y,) pe [b,a]. ÎL determinăm ca punct în 


care y,(9,)=0, »(0)>0 şi găsim 
o_ &a+ßpb = o 
yı = ———, căruia îi corespunde x = i 
a+f a+p 


Atunci ex- [as] Ai, 
a+ p 


Exemplul 3 (folosirea condițiilor de eficiență). În unele cazuri, pentru problema cu 
două criterii putem determina ef X folosind nemijlocit condițiile de eficiență: 


e orice punct de maxim pe X al funcției E (x)=/, f, (x)+p, f, (x), unde 


P, > 0, p, >0, p, +p, =1, este eficient; 


e efX se conţine în totalitatea de puncte de maxim ale funcției F (x) pe X, când 
coeficienții p, ,, parcurg mulțimea p, 20, p, 20, p, +p,=l, adică numai 
punctele de maxim ale funcției F (x), când p, =0 sau când p, =0, ar putea să nu 


fie toate eficiente şi trebuie verificate suplimentar. 


Astfel, dacă maximul (minimul) funcției F (x) pe X în problema bicriterială de 
maximizare (minimizare) se determină simplu, vom găsi ef X rezolvând probleme 
monocriteriale cu F (x) pentru toţi p, 20, p, 20, p +p, =1. 


Spre exemplu, 


f, (x) = 4x + x — min, 
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f, (x)=4(x, HI) (x, 1) > min, 


[su 
|x, |<1. 


Pentru p, =l, P, =0, avem 
F (x) =f (x) şi minimul criteriului parțial f, (x) 
pe X se atinge într-un singur punct o(0, 0) „ deci 


O cef X. Când p, =0, P, =l, avem 


F (x) =f, (x) şi iarăşi minimul lui f, (x) este 
unic — punctul A (-1,1), deci A eef X. Fie acum p, >0, p, >0, p, +p, =1. Rezolvăm 
problema: 


Ẹ (x) =P, [£ (x)+4f, (x)] — max, Xx € X, 


unde 4 = Pa În acest exemplu E (x) este convexă tare pe R’ pentru orice 4 > 0 — ea îşi 
Pi 


atinge minimul global pe R? în punctul unde se anulează gradientul ei. Coordonatele acestui 
punct vor fi funcţii de A. 
Rezolvând sistemul: 


4x, +A(x, +1)=0, 
X, +4(x, -1)=0, 


obținem x, (4) == xX, (4) = 7 Dar pentru orice 4 € (0, +0) avem x(4) eX, 


À 
T 1+ 
deci x(4) este minim global al funcției F (x) pe X şi atunci x(4) cef X, 2e (0, +0). 
Punctele obținute formează o curbă în R° şi x=x(4), A e (0, +0), este ecuația ei 
parametrică. Când  4—0, avem x(4) > 0(0, 0). Când ʻîA— +œ, avem 
x(4) > A(-1,1). Dacă excludem 4 din ecuația parametrică a curbei, obținem 
4 4 1 
Eey 
3 3 3x -1 


X= 


g ecuația unei hiperbole pe care o verifică curba x(4) şi punctele ei 


limită A şi O. Deci ef X reprezintă arcul AO al acestei hiperbole. 
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7.5.2 Determinarea aproximaţiei discrete a mulţimii de 
puncte eficiente 


Să presupunem că în problema; 


f(x) = (£, (x).f, (x), fn (x)) > max, xeXcR', 


1) mulţimea X este compactă, int X + ©, X =int X (bd X =int X \int X); 


2) funcțiile f; (x); i = l,m, sunt continue pe X; 
3) în ef X nu există puncte echivalente, adică Zx',x"eefX: x ~x". 


În aceste supoziţii poate fi propusă o metodă simplă de construire a 
unei anumite aproximaţii discrete pentru mulţimea ef X prin cercetarea 
sistematică a mulţimii n-dimensionale X. În calitate de probe se folosesc 
puncte ale şirurilor uniform repartizate pe X. 

Vom nota prin vol S volumul (măsura) mulţimii S din R", prin 


U,(x")= (xeR"| 


k-x|<s), ô >0, 
vom nota vecinătatea de rază 5 a punctului x". Evident, 


vol ue] >0, Y8 >0, 


Ti 


şi orice mulțime care posedă puncte interioare are volum pozitiv. In particular, 
int X + Ø implică vol X >0. Menţionăm, de asemenea, că 


vol (U, (x°)NX)>0, V5>0, Yx’ €X, (1) 


întrucât mulțimea U, (x°)NX (numită 6-vecinatate a punctului x" în X) 
posedă puncte interioare — un asemenea punct este chiar x", dacă x’ € int X, 
iar dacă x’ cbd X = int X int X, atunci U, (x°), vY5 >0, conţine puncte 
din int X. 

Criteriile f, (x), i = l,m, fiind continue pe compactul X, sunt şi 
uniform continue, adică pentru orice £>0 există 6>0, dependent numai 


de € şi notat în continuare prin 5 (e), încât 
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î,(x)-£,(3)]<z, i=l,m, VX,X €X: |x-x|<s(2).2 


Şirul fx") din X se numeşte uniform repartizat pe X (acoperire 


uniformă), dacă pentru orice submulțime S din X: 


N vol S 
==> „când N > œ, 
N vol X 
unde N, este numărul de puncte dintre x', x°, ..., x, care aparțin 


mulțimii S. 


Propoziția 1. Fie f»*, fi, i=1,m, valorile extreme ale funcției f, 
pe X, fx") cX —o acoperire uniformă. Atunci: 
= max f, (x) >£, == 
3 când N>% (i=l,m). 
fnm = inf, (x > f, 


Demonstrație. Fie e >0 un număr arbitrar dat, x™, x"*, puncte de 
extrem ale funcţiilor f, (x), i=1,m, pe X. Notăm prin V cel mai mic dintre 
volumele 6(£)-vecinătăţilor în X ale acestor puncte. Conform (1), 
avem V >0. Întrucât şirul fx") este uniform repartizat pe X, există un 
asemenea N (2) încât pentru N > N (£) în fiecare mulțime de volum V va 
nimeri cel puțin un punct din setul x Xa „Aa inclusiv în 
G(e)-vecinătăţile din X ale punctelor xp", x;"*, nimeresc, respectiv, 


xi, x: i=1,m, din set. Atunci, pentru N > N (£) din (2) rezultă: 


osfr f <f (x ®)-f (x )se, iz, 


Can aa aE 


Remarcă. /nfra, propoziția 1 va servi pentru a trage empiric 
concluzia: fragmentul finit fx', ES x) din şirul fx") acoperă suficient 
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N-min N-max 
f, ă f, 


de dens mulțimea X dacă valorile , i=],m, se deosebesc puțin 


de valorile respective calculate pentru un fragment de lungime dublă 
| E2 N) 
X, X, a X N. 

Compactul nevid S(x’ e)=fxeX: f(x)>f(x°)-e} îl vom numi 


£ —vecinătate specială a punctului x" din X. 


Propoziția 2. Pentru orice e >0 dat vol s(x’, 2) >0, Yx’ eX. 


Demonstraţie. Într-adevăr, fixând arbitrar un punct x" din X, din (2) 
rezultă 
0 0 
f(x)>f(x )-e, Vx e U, (x )NX. 


Deci (prin definiţia mulțimii s(x',2)) avem că mulțimea U xa (>0)NX de 


volum pozitiv se include în s(x, 2). 


Exemplu (continuare a exemplului 3 din paragraful precedent). Vom ilustra 
propoziţia 2 continuând exemplul 3 din paragraful precedent. Deoarece problema 


n A n g e Cele = sia h se ra Ea A . vé 0 
multicriterială este de minimizare a valorii criteriilor, în definiția mulțimii s(x €) 


înlocuim f cu —f . Vom avea: 
s(x’,e)={xeX: f(x)<f(x°)+e}, (2>0). 
Luăm un punct eficient x’. Spre exemplu, 


1 2 
pentru  4=2 vom avea „(i 2), 


f, (x°) = E: f, (x°) = Construim pentru 


£€>0 mulţimea s(x°,e) (pe desen ea este 
haşurată). Când £ — 0, mulțimea S(x",2) se 


constrânge către punctul eficient x’. 
Să considerăm un punct X care nu este 
eficient. Pentru simplitatea desenului îl luăm pe 


199 


8 
linia de nivel f, (x) = —. Prin el trece linia de nivel a funcţiei f, (x) — cercul respectiv 
9 


f, (x) =f, (x). Construim şi cercul f, (x) =f, (=) +e. Pe desen mulţimea S(3, £) este 


haşurată. Evident, când € — 0, această mulțime se constrânge către figura mărginită de arcul 
8 

BCD al elipsei f, (x) = — şi arcul BD al cercului f, (x) =f, (3), care reprezintă mulţimea 
9 


{x EX: x> xX} U {x ~ x). Evident, mulțimea {x ~ x) este constituită doar din două 


puncte: X = D şi B. 


Aşadar, exemplul ne ilustrează că dacă X ¢ ef X, mulțimea S(X,£) (vecinătate 


„stranie”) nu numaidecât se constrânge spre X. 


Propoziția 3. Fie x'ecfX şi în X nu există X~x°. Atunci 
S(x°,£)—>x°, când £ — 0. 


Demonstraţie. Din definiția £ -vecinătăților speciale rezultă că pentru 
orice şir descrescător £, —>0, compactele S(x".£,) sunt incluse 


s(x’, £,.) > s(x’, E), k = 1,2,..., şi toate conţin compactul nevid 
s(x°,0)=f{xeX: f(x)>f (x°) =f{xeX: x>x’}UfxeX: xx. 
Astfel, când €, >0 compactele S(x'.2,) se _restrâng, limS(x",,) este 
mulţime nevidă şi pentru orice X ce îi aparţine ei vom avea f(x)>f (x°). 

Deci: 


limS(x°,£)=S(x°,0)={xeX: x>x’}UfxeX: x~x’}, VxeX. 


£—0 
Propoziția 3 reprezintă un caz particular al acestei afirmaţii — când x" € ef X 


şi nu există X-x", vom avea S(x°,0)=fx°}. Dacă x gef X, atunci 


S (x°,0) conține puncte diferite de x°. 


Un punct xt din setul x1,x2,...,x" e numit eficient N -aproximativ, 
dacă în set nu există altul „mai bun” ca el. Notăm mulțimea punctelor 
eficiente N -aproximativ prin Ef,. 
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Teoremă. Fie fx") acoperire uniformă a mulțimii X. În supozițiile 
l-3 pentru orice €>0 există N (2), încât, când N >N, (2), pentru 
fiecare x" din ef X se va găsi un punct X € Ef, astfel că X eS(x',2), adică 
„aproape la fel de bun” ca x" după valoarea criteriului vectorial: 


E (3) zf )-e. 


Demonstraţie. Fie e >0 — arbitrar dat. Există o ô = 


&(2) 

-acoperire 
2 

finită a compactului ef XcX: X', X’, ..., XieefX, q — finit. Notăm 

V = min vol(XNU, (3:))>0. Şirul fx") fiind repartizat uniform pe X, 
i=1,q 

există N, încât pentru YN >N, în orice mulțime de volum V nimereşte 

măcar un punct din setul XI, x°, ..., X, inclusiv în XNU; (=) nimereşte cel 

puţin un punct x: din set, i =1,g. Fie acum x° eef X. Pentru el se va 

găsi x din acoperirea finită, încât: 


<6+5=5(5). 


0 k, 
[x -x ’ 


< [x° xi 


+ 


x” SE. x“ | 


Rezultă că f(x" ) > f(x°) —e, adică x* e s(x.2). 


Dacă x" eEf., el e cel căutat. Dacă însă x“ e dominat de un 
N 


punct x“ din set, atunci şi x“ e S(x°,e). 


Întrucât pentru x’ cef X diam S(x°, £) —0, când £— 0, vom avea 
că la creşterea lui N punctul din Ef, corespunzător lui x" din ef X poate fi 
oricât de apropiat de x°, Yx’ € ef X. 

Poate fi alcătuit următorul algoritm care construieşte acoperirea fx") 


pe fragmente şi selectează mulțimea Ef. 


PO. Alegem în R” un hiperparalelepiped T > X. 
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Atribuim valorile iniţiale: f"* =+o0, fi" =-%, i=l,m; £>0, 
NII>0. 


P1. Construim setul > e, CR III Seo). O uniform repartizat în 
hiperparalelepipedul II. 


P2. Alegem din set punctele ce aparțin mulțimii X — obținem masivul de 
puncte XN (n, N) (N < NITI). 


P3. Calculăm tabelul de valori FN (mx N): FN (i, j)=f,(xŻ). 


P4. Calculăm în tabelul FN (mxN ) cel mai mare şi cel mai mic element 


fm fm în fiecare linie i, i =1,m. 


P5. Dacă [fm pn <£, i=l,m, trecem la pasul P6. 


N-ma À 
< £, f, a ti 


În caz contrar, construind suplimentar punctele x™*, x™*?, ..., x 


şi reînnoind valorile extreme: ff, fm =f", i=1,m, 


trecem la pasul P2 cu NIT = 2NI. 


P6. Determinăm Ef, eliminând din XN punctele dominante. 


P7. Dacă n=2, m=2, putem construi grafic Ef, în X şi f (Ef) în Y. 


Remarcă. Un plus al acestei cercetări numerice a problemei 
multicriteriale este faptul că toate mărimile (variabilele x,,...,x, ; restricţiile 


ce descriu mulțimea admisibilă; criteriile parţiale) care pot avea anumit sens 
fizic îşi păstrează sensul şi informaţia obținută (limitele aproximative pentru 
valorile criteriilor parțiale, punctele aproximativ eficiente) este exprimată în 
limbajul fizic iniţial, în care operează decidentul. Această informaţie poate fi 
utilă atât pentru luarea deciziei, cât şi pentru precizarea modelului, dacă 
decidentul consideră că e necesară precizarea. 


7.6 Optimizarea prin criterii de selecție 


Un punct de vedere mai exigent reclamă soluției problemei de optimizare 
multicriterială un caracter de unicitate, cel puţin prin prisma valorii criteriului 
vectorial. Există mai multe moduri de satisfacere a acestei cerințe, justificate 
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de anumite interpretări ale conţinutului noţiunii de soluţie. În toate se 
construieşte un selector, care alege un singur punct eficient. 

Să indicăm câteva metode de construire a unui selector pentru 
problema de maximizare a criteriilor. Criteriile se presupun normalizate, adică 
iau valori în mărimi abstracte. 


7.6.1 Metoda rezultatului garantat 
Problema multicriterială se reduce la următoarea problemă Cebâşev: 


F(x) = minf,(x)— max, xeX. 


i=l,m 


Funcţia F (x) poate fi nediferenţiabilă, chiar dacă f(x) sunt netede. Această 


problemă poate fi rezolvată trecând la problema: 


D(z) = 4 —> max, zeZ=((4,x): 1,<f,(x), i=1,m, xex). 


Dacă minimul acestei probleme se realizează într-un singur punct, el 
este eficient şi se consideră soluție a problemei multicriteriale. 
7.6.2 Metoda punctului ideal 
Punctul (fe În gata RA se numeşte punct ideal. 

Se introduce noțiunea de distanță în spațiul criteriilor R™: d(y',y”). 


Se determină punctul y°=minF(y)=mind(y*, y). Punctul 
yeY yeY 


x’ =f” (x°) este eficient, adică este soluție a problemei de optimizare 


multicriterială. 
Distanța d (y*.y) = |y*- y| în R™ poate fi definită în diverse moduri: 


1 m 
D hs 0y: 2 bl = Zlk 2 lyk =m. 


Cu normele ||y 


îi lyll „ funcția F(y) este strict descrescătoare în raport 
cu relația „mai bun” (orice soluție este punct eficient). Cu ||y||, este doar 


descrescătoare. Problema respectivă se scrie echivalent prin X şi se rezolvă 
problema de minimizare. Spre exemplu: 
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F(x) = (E, ()) — min, x€ X. 
i=1 
7.6.3 Optimizarea prin ponderare 
Se construieşte selectorul de forma: 


F(x)= Sp, fi (x)> min, xeX, 
i=l 


m 

unde p,>0, i=1,m, DA p;=1. Numărul p, se numeşte pondere şi 
i=l 

caracterizează importanţa criteriului f;. 


Apare problema determinării ponderilor din considerente logice sau 
intuitive. Ele se determină fie prin expertiză (cu ajutorul experţilor), fie fără 
expertiză. 


Determinarea ponderilor prin expertiză 
1. Expertiza factorului de decizie. El indică valorile respective: 
p;> 0, i=1,m. 


2. Expertiza comisiei de experți (| — numărul de experți). 


2.1. Prin aranjare. Fiecare expert aranjează criteriile după importanță: 
primul criteriu este cel mai important, al doilea — următorul după 
importanță ş.a.m.d. Se prescriu note (ranguri) criteriilor — conform 
locurilor lor: m — cel mai important, m-l — următorul,..., 1 — 


ultimul. Dacă s; este nota (rangul) criteriului f,, pusă de expertul r, 


atunci 


2.2. Prin atribuire de puncte. Fiecare expert atribuie fiecărui criteriu 
puncte de la 0 la 10 care caracterizează, după părerea lui, importanța 
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criteriului (se admit valori fracţionare şi egalitate de puncte pentru 
câteva criterii). Ponderile se calculează conform formulei: 


Dd 
II 
3 
i 
V 


0, i=1,m, Sai 
i=l 


unde p; — punctele atribuite de către expertul r criteriului f;. 


2.3. Prin compararea criteriilor două câte două. Fiecare expert stabileşte 
valorile elementelor matricei A” în felul care urmează: 

0, dacă f; <f, 

l, dacă f, ~f, 

2, dacă f, >f, 

4, dacă f, >>f,. 


r (SES 
a = 


m 
Valorile a; = da, caracterizează importanţa criteriului f, în raport 
k=1 


cu restul criteriilor, conform părerii expertului r. Ponderile pot fi 
calculate în baza parametrilor: 


l 
a, = Xa, i=1,m. 
r=l 
Unui parametru œ, mai mare îi corespunde o pondere p, mai mare; 
a; Z Ay ~ Pi È Pr- 


Se consideră că RRA i,k = m, 3” =1. 


i 


m 
dă, 


i=1 


Se obține p, = 


2.4. Metoda pierderilor. Fiecărui expert i se comunică f™, fi, i =1,m. 


El indică o valoare „bună” f; — acceptabilă pentru fiecare criteriu. Se 
calculează valoarea medie „bună” pentru criteriul i: 
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2 


~e 


L ~ 
a 
r=l 
şi pierderile relative medii: 


is 2 f, CE 


12, = 20, i=l,m. 


i O pmax min 
fmf 
Unei pierderi admisibile œ, mici îi corespunde p, mare. Pentru p, 

l l [A 


„buni” pierderile ponderate trebuie să fie egale: 


PO; = Pro» i,k =1,m. 
Exprimând printr-un p, celelalte ponderi p,, k =1,m, kzi, ŞI 


folosind condiția că Yp =l, se va determina p,, apoi 


r=l 


pu k=1,m, k +i. 


Determinarea ponderilor fără expertiză 
Când nu există informație despre importanța criteriilor, ele pot fi considerate 
toate la fel de importante. Se normalizează criteriile astfel că 

fi (x)e[0,1], i7 =0, te” =1. 


— soluția problemei cu criteriul f;, i = 1,m, se alcătuieşte 


max 
i 


Cunoscând x! = x 
un tabel de consecinţe: 


c=[e, ]= E (x), l 


Dacă ecartul criteriului f, este mare (valorile pe linia i diferă mult 
de 1), criteriul f, este foarte sensibil la trecerea de la punctul său de maxim x! 
la un punct străin de maxim xi. Deci în setul de ponderi lui f, trebuie să-i 


corespundă un p, mare pentru ca maximul funcției sinteză F(x) să nu fie 


„prea departe” de x;'”, adică lui f, i se va atribui o pondere mai mare. 
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b, < b,» 


7.6.4 


TE — i 
Se calculează b, mă i=1,m. Ponderile se aleg astfel că dacă 


j=l 
aSa 
r=1 


atunci p, > p,, adică Fi = 
a 


= 


Metode interactive 


Se alternează faze de calcul cu faze de decizie. 


P1. 


P2. 


P3. 


P4. 


P5. 


Se rezolvă problemele de optimizare monocriterială şi se determină 


1 


îm, xi =, im, bene tm). 
Se rezolvă problema sinteză: 
F(x)= > pf, (x)—> max, xeă. 
i=l 
(X — soluția ei). Aici ponderile p, se determină în funcție de 


informația disponibilă despre importanța criteriilor şi nu se schimbă 
ulterior. 


(Intervine factorul de decizie). Se compară f* cu f=f(X) după 
componente. Dacă f =f (x) este acceptabil pentru factorul de decizie, 
stop. Altfel factorul de decizie indică pentru criteriul f; valoarea i; 
care îl satisface cel mai mult (un nivel i care îl satisface). 


Se repetă pasul Pl cu domeniul admisibil 
Xa = {x : fo (x)2f > xe x}. Se construieşte un nou vector f 


(Cu participarea factorului de decizie). Restrângerea lui X conduce la 
valori £** inacceptabile? Dacă „da”, se reia PI cu fi” <f; . Dacă 


„nu”, se continuă cu pasul P2. 


Din teorema 6 rezultă că algoritmul se încheie cu determinarea unui 


punct eficient acceptabil. 
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7.6.5 Metode paliative” 


În aceste metode se admite ca punctul construit să nu fie eficient, dar e 
important să fie acceptat de factorul de decizie. 
In metoda cedărilor succesive criteriile sunt aranjate după importanţă 


(primul — cel mai important). Se determina fP™ = max f(x). Se indică 


valoarea „cedării” (relaxării) £ şi se rezolvă f;"* = max f, (x), unde 
xeX, 
nai . max 
X, =(xeX: fi (x) 2f™-a}. 


Se modifică £, până se obține f;'” „bun”, păstrându-se şi f,'"—e acceptabil. 
Apoi se indică £, ş.a.m.d. 
În metoda criteriului principal se alege criteriul principal f,, iar pentru 


restul se indică valori acceptabile f,, i=2,m. Se rezolvă problema: 


f, (x) — max, 


In această metodă este greu de ales f;, i=2,m, astfel ca aceste valori să fie 


acceptabile şi mulțimea de soluții admisibile să nu fie vidă, iar soluția 
problemei monocriteriale să fie „bună”. 


7.7 Probleme de programare liniară multiscop 


Metoda ce urmează rezolvă un caz particular al problemei liniare cu criteriu 
vectorial, numit problema liniară multiscop, când informaţia ce se referă la 
preferinţele decidentului are un caracter special şi este mult mai completă 
decât în cazul general. Metoda confirmă ideea că, pe măsură ce se lichidează 
nedeterminarea prezentă în formularea inițială a problemei cu criteriu 
vectorial, alegerea argumentată a unei variante acceptabile pentru decident 
devine mai uşoară. Un „avantaj” al metodei este faptul că nu se cere 
normalizarea criteriilor — ele sunt exprimate în mărimi naturale. 

Însăşi metoda reprezintă o adaptare specială a metodei simplex şi poate 
fi aplicată dacă: 


* Paliativ (ă, e) — care rezolvă temporar sau aparent o situaţie dificilă. 
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e pentru fiecare criteriu parțial f, (x) =(¢c',x) este indicat un nivel ff, 


dorit de decident (numit scop), i = l,m (de regulă, nu toate m scopuri 
fP? fE, vor fi atinse, întrucât pot exista contradicții atât între 
scopuri, cât şi între posibilități şi dorinţe — între restricţiile ce 
descriu X şi nivelele scontate pentru criterii); 


e este indicată prioritatea strictă a scopurilor şi a modului de realizare 
a lor, ceea ce înseamnă următoarele: criteriile sunt aranjate strict în 
ordinea descreşterii importanţei lor şi, în plus, pentru fiecare criteriu 


parţial f(x) este indicat ce valori sunt preferabile în cazul când 
0 x » N . 0 à ea 

scopul f; nu va fi atins — cele mai mari ca f; sau cele mai mici 

decât f°. 

Informația disponibilă permite transformarea fiecărui criteriu parțial 


1 


f(x) = (ci,x) într-o restricţie-egalitate suplimentară (la cele ce descriu X), 


introducând „în plus” două variabile de compensare u; şi v,: 


; j | 
(c,x)+u,—v,=ff, u, 20, v, 20, i=l,m. 


Aceste restricții se numesc ,„criteriale”, variabilele u,, v, — devieri de la 
nivelul dorit f? (şi ele nu pot fi concomitent pozitive). Dacă pentru careva x 
avem (ci,x) >f0, atunci u, =0, iar devierea v, = (c x) -f >0 arată cu cât 

ú F % A E. % 0 P AI 
valoarea criteriului f, în punctul x depăşeşte nivelul f; şi invers — în cazul 
când (ci,x) <f? vom avea v, =0, iar u, = fP-(c',x} >0. 


Fiind indicată prioritatea strictă a scopurilor şi a modului de realizare a 
lor, problema deciziei (adoptării unei variante x din X acceptate de decident) 
revine la minimizarea succesivă a devierilor respective în ordinea indicată de 
această prioritate. 


Exemplu. O întreprindere confecţionează produse de două tipuri. Pentru 
confecţionarea unei unităţi de produs de tipul I sunt necesare: 5 kg de material, 2 minute 
pentru asamblare şi 3 minute pentru împachetare. Pentru o unitate de produs de tipul II sunt 
necesare: 3 kg de material, 5 minute pentru asamblare şi 3 minute pentru împachetare. 
Rezervele de resurse sunt limitate la: 150 kg de material, 100 de minute pentru asamblare, 120 
de minute pentru împachetare. 
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Managerul a indicat în ordinea lor de importanţă următoarele obiective: 
1) de minimizat timpul de staţionare în secţia de asamblare; 
2) de evitat lucrul supraprogram în secţia de împachetare; 
3) de produs nu mai puţin de 40 de unităţi de produs de tipul I. 
Se cere un plan de producţie care corespunde cât mai mult cerinţelor formulate. 


Formalizarea problemei. Notăm prin x, x,, cantităţile confecţionate de produse 


de tipurile I şi II, respectiv. Restricţiile directe ce descriu mulţimea admisibilă X conţin 
e  restricţia impusă de rezerva de material şi cele de nenegativitate a variabilelor: 


5x, + 3x, < 150, x, 20, x, 20. 


Avem şi restricţiile criteriale ce corespund criteriilor: 
e timpul total de asamblare f, (x ; x,) =2x +5x,, nivelul scontat al căruia este 


0 d Și MEFE $ ie E G 
fi =100; criteriului îi corespunde restricția criterială 
2x, +5x, +u, —v, =100, u, 20, v 20, 


în care variabila u, reprezintă timpul de staționare în secția de asamblare, iar v, — 
timpul de lucru supraprogram la asamblare; 
e timpul total de împachetare f, (xx ) = 3x, +3x, cu nivelul indicat f =120; 


restricția criterială este 

3x, +3x, +u, —v, = 120, u, 20, v, 20, 
unde u, reprezintă „timpul de staționare în secția de împachetare”, iar v, — cel de 
lucru supraprogram la împachetare; 


e cantitatea de produs de tipul I fi (asi) e x, cu nivelul dorit E = 40; acestui 


criteriu îi corespunde restricția criterială 
X +u, — Va = 40, u, 20, v, 20. 


Astfel ansamblul de restricţii al problemei este: 


5x, + 3x, < 150, x 20, x, 20, (0) 
2x, +5x, +u, — v, = 100, u 20, v 20, (1) 
3x, +3x, +u, — v, = 120, u, 20, v, 20, (2) 
X +u, — v, = 40, u, 20, v, 20. (3) 
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T 
Notăm prin w vectorul variabilelor x, u, v, adică w = | x",u", v] , prin W — mulțimea 


admisibilă descrisă prin tot ansamblul de restricții (0) — (3). 
Conform priorităților formulate de decident determinarea planului de producție cere 
rezolvarea consecutivă a problemelor: 


g(w)=g, (u,v)=u, > min, w e W; (D 


g, (w)=g, (u,v)=v, — min, weW,, aD 


unde W, = fw eW:g, (u, v) = raii 8, (u, v) = a) reprezintă mulțimea de soluţii a 
problemei (I); 


g, (w)=s,(u.v)=u, > min, we W,, (ID) 


y * 
unde W, -fw eW: g, (u,v) = min g, luai). 
weW, 
Pentru a reprezenta compact această consecutivitate de probleme se foloseşte notația: 
pig, (w)+ p, g, (w)+ p, g,(w)— min, we W. 


Aici p; indică doar ordinea în care se rezolvă problemele de minimizare. 


Se foloseşte şi notația: 


{g (w), 8, (w), 2, (w)! — lex min, w e W. 


Rezolvare. Deoarece 
numărul de variabile x este 
egal cu 2, problema multiscop 
poate fi rezolvată grafic. În 
planul variabilelor x, x, 
reprezentăm mulțimea X — 
AOAB . Restricţiile criteriale 
nu restrânge mulţimea 
admisibilă: astfel restricției (1) 
în plan îi corespunde 
dreapta (1), pentru care 


f, (x) = (e'.x) = 100, u, =0, 


v, =0, unde c' =[2;5]. Prin 
orice punct x din plan trece câte o dreaptă paralelă cu (1) — se verifică restricţia criterială (1) 
cu u, şi v, corespunzători. Pentru x din semiplanul f, (x) > 100 vom avea u, =0, 
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v =f, (x)-100>0, şi v, creşte în direcţia vectorului c'. Pentru x din semiplanul 
f, (x) < 100 restricţia criterială se verifică cu v, =0, u, =100-—f (x) >0, şi u, descreşte în 
direcţia vectorului e". La fel şi celelalte restricţii criteriale se verifică pentru orice x din plan 
cu u; şi v; corespunzători. 
Rezolvăm problema (I) — se minimizează pe X funcția g, (u,v) =u. Evident, 
* 
valoarea minimă este g, =0 şi se atinge pe acele puncte din X pentru care u, = 0, adică 


mulțimea de soluții a problemei (1) este determinată de x din ACAD (u şi v se determină, 
respectiv, pentru fiecare x din acest domeniu din restricțiile criteriale (1) — (3)). 


Rezolvăm problema (Il) — se minimizează funcția g, (u,v) =v, pe mulțimea de 
soluții a problemei (I) (pe ACAD). Restricției criteriale (2) îi corespunde dreapta (2) cu 
f, (x) = (e, x) =120, u =0, v =0, unde c? = [323]; Pentru x din semiplanul 
f (x) < 120 vom avea u, >0, v, =0, iar pentru x din semiplanul f, (x) >120 vom avea 
v, >0, u, =0, şi v, creşte în direcția de creştere a funcției f, (x). Vom avea g =0 şi 
mulțimea soluțiilor problemei (II) este determinată de acele puncte x din ACAD pentru care 
È (u, v) =v, =0, adică de x din CEFD. 

Rezolvăm problema (MI) — minimizăm g, (u, v) =u, pe CEFD. Restricției 
criteriale (3) îi corespunde dreapta x, = 40 care împarte planul în semiplanele: x, > 40 cu 
u, =0, v, >0, şi x, <40 cu v, =0 şi u, =40—x,, care creşte în direcţia opusă axei Ox. 
Minimul funcţiei g, (u, v) = u pe CEFD se realizează în punctul D cu coordonatele 


o 450 o 200 i ' 
X, = — 7 23,684, x, =—— ~ 10,526 (se determină ca punct de intersecție a dreptelor 
1 


respective). Celelalte componente ale soluției se găsesc substituind x’, 2: în restricțiile 
criteriale: u? =y? =0, u =17;1, v, =0, us = 16,2, vs =0, us =16,316. 


Astfel planul de producere este A = 23,68, i = 10,53, secția de asamblare va 
lucra fără staționare toate 150 de minute, cea de împachetare nu va lucra supraprogram — 


vs = 0, va staționa us =17,1 minute; vor fi produse doar x = 23,68 unități de produs de 


tipul I — scopul f? = 40 nu este realizabil pe X. 


In caz general problema multiscop revine la minimizarea consecutivă 
a m funcţii g; (u, v) , i=1,m , dependente de devieri pe domeniul 


212 


xeX (restrictii directe), 


(&,x)+u, —v, =f}, i=1,m (restrictii criteriale) 


Se scrie în forma 
Pi g, (W)+ p: g, (w)+...+ ps, (w) > min, weW, 


unde p, determină ordinea (prioritatea) problemelor de minimizare: 
funcția g; (w) se minimizează prima pe W, apoi g, (w) — pe mulțimea de 


soluții a problemei precedente ş.a.m.d. 
Problema mai poate fi scrisă şi în forma: 


fs, (w), s (w) 8, (w)} — lex min, weW. 


Dacă pentru rezolvare se aplică metoda simplex, atunci la rezolvarea 
a . . v * A . A 
problemei cu g, apare o restricție nouă g, , (u,v) =, ,; vârful optim în 
problema cu g, se va lua ca iniţial în problema cu g, . Minimul lexicografic 
k- k 
0 0 0 0 -S A . . 0 
w =(x U,V ) este eficient în raport cu criteriul g(u, v) pe W, dar x 


poate să nu fie eficient în raport cu f (x) pe X. 


7.8 Probleme multicriteriale discrete 
Problemele multicriteriale în care mulțimea de variante admisibile este finită 
X=fx', E x") se mai numesc şi probleme multiatribut. Tratarea lor 


generală, caracteristică pentru problemele multicriteriale continue, adeseori se 
dovedeşte a fi insuficientă şi nesatisfăcătoare. De aceea se aplică şi metode 
speciale cum sunt, spre exemplu, cele care rezolvă problemele multiatribut 
prin ordonarea (completă sau parţială) a variantelor cu scopul determinării 
celei mai preferabile în raport cu întreg setul de m criterii fi, fp, ..., fm- 
Modul de ordonare poate fi diferit, dar numaidecât ţine cont de importanţa 
relativă a criteriilor parțiale şi de evaluarea relativă a variantelor în raport cu 
fiecare criteriu parțial. Metoda de rezolvare (de ordonare) depinde de 
caracterul informaţiei disponibile despre importanţa criteriilor. 


213 


7.8.1 Metoda PROMETHEE: 


Metoda cere ca importanţa relativă a criteriilor parţiale să fie descrisă prin 


m 
ponderile lor normalizate p, p,, -> Pus 5X p; =l. 
i=1 
Pentru fiecare criteriu parțial f, se introduce o funcție C, (x,y) ce 
exprimă intensitatea cu care varianta x domină varianta y în raport cu f, 


(intensitatea de dominare): 


C (x,y)=1-e ° , i=l,m, 


unde 


d, (x,y) = max f0, î.(x)-f, (9), 


1 


O? = LS (f, (e ) — F (dispersia de eşantion), 


f = a: St, (x) (media de eşantion). 


N k= 


Intensitatea cu care x“ domină celelalte variante din X poate fi 
caracterizată prin mărimea 


g -$F n, C; (xi), k =],n, 


i=1 j=l 


iar cea cu care x“ este dominată de celelalte variante din X — prin 


PEESI aG] Tr 


i=l j=l 


Prin mărimile o', g`, este determinată relația de ordine parțială a 
variantelor din X (de preferință în raport cu întreg setul de criterii parțiale): 


x“ >= xÍ, dacă ø' (x)= o" (x), p (x)= o (x), şi cel puţin una 


dintre aceste inegalităţi este strictă; 


Denumirea este abreviere pentru “Preference Ranking Organization METHod for 
Enrichment Evaluations” 
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x“ ~x, dacă o! (x)= p` (xi), p (x)= (x); 
x“ şi xi sunt incomparabile în celelalte cazuri. 


Definind pentru fiecare variantă x“ intensitatea netă de dominare 
k k -= k "ED 
p(x )=o'(x )-o (x ), k=1,n, 
în X va fi generată o ordine completă. Valoarea p(x*)> 0 înseamnă că x“ 


domină celelalte variante într-o măsură mai mare decât este dominată ea; 
sensul este invers când g(x“) <0. Ordinea descrescătoare a mărimilor 


p(x" ) > p(x" ) = p(x" ) -a g(x") 


implică ordinea completă după preferința totală (în raport cu toate m criterii) 
pentru variante: 


x“ x“ =x" x, 
Conform metodei PROMETHEE varianta x"! este cea mai preferabilă. 
Remarcă. Pot fi folosite şi alte funcţii C; (x,y) :XxX —> [0;1] (cu 
valori între 0 şi 1) care respectă cerințele: 


e C (x,y)=0, dacă yzx; 


e C (x,y) ia valori mici când f, (x) depăşeşte „puțin” f; (y); 


° C (xy)=1 când f, (x) depăşeşte , mult” f(y) (varianta x este net 
preferabilă lui y în raport cu criteriul f). 


33 A 


Cum se interpretează „puţin ” şi „mult” în acest context e posibil de stabilit 
comparând fi (x)-f, (y) cu f™™-f™ pe X. 
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7.8.2 Metoda ORESTE 


Metoda cere ca criteriile să fie aranjate şi numerotate în ordinea descreşterii 
importanţei lor relative: 


fi> f, >f; ~f, >.. ab (1) 


(aici a>b înseamnă că a domină b după importanţă sau preferinţă, iar 
a~b — echivalenţa între a şi b). Se cere, de asemenea, ca pentru fiecare 
criteriu parțial f, variantele xi, x’, ..., X", să fie aranjate în ordinea 


descreşterii preferinței lor în raport cu acest criteriu: 


k x im. (2) 
f f. 


i i 


k k 
Xx'>X’°~X 
f; f; 


Metoda ORESTE include două etape: 


1. calcularea intensităților de dominare pentru variante; 


2. construirea structurii de preferință pe X. 


Etapa I 


Relațiile de ordine (1) şi (2) se exprimă numeric prin prescriere de ranguri 
Besson fiecărui element, începând cu primul. Dacă un element este plasat pe 
locul p şi este primul într-un grup de q>1 elemente echivalente, atunci 


rangurile prescrise elementelor grupului sunt: 
_ p+(p+1)+..+(p+a-1) 


Dl SD DE la pal, 
q 


şi se numesc ranguri Besson. Astfel, elementelor mai preferabile le corespund 
ranguri mai mici, celor echivalente — ranguri egale. 


e Folosind ordonarea (1) se calculează rangurile Besson r,, i=1,m, 
pentru criterii (vom avea 1<r, <m). De exemplu, dacă m=5 şi 


fi ~f, >f, >f, ~f., atunci n =n =1,5, n =3, ņn = =4,5. 


t Denumirea este o abreviere pentru „Organization, Rangement Et Synthese de donees 
relaTionnEles” 
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e Se determină rangurile Besson r,, k=1,n, i=l,m, pentru fiecare 
variantă x“, k=l,n, în raport cu fiecare criteriu parţial f, 
folosind (2). Evident, 1< r, <n. 

e Se calculează „distanţele”: 

2 2 Fer 
d >Nr +r, i=1,m, k=1,n, 
şi se ordonează aceste „distanțe” în ordinea creşterii lor. Se calculează 
tabelul rangurilor Besson p,, i=1,m, k=1,n, pentru distanțe, în 
care 1< p, <mn. 

e Din tabelul p,, i=l,m, k=l1l,n, pentru fiecare variantă x“ se 

calculează intensitatea cu care x“ domină celelalte variante: 
m n =A 
k 
ON (x ) = >> max (0, p, = Px}, k=l1,n, 
i=1 j=l 
şi cea cu care ea este dominată de celelalte: 


p (x*)= $$ max {0, p; -p,) k=1,n. 


i=l j=l 


Etapa II 
Etapa este analogică cu etapa corespunzătoare din metoda PROMETHEE. 


e Prin mărimile p', g`, este definită de ordinea parțială pe X (relaţia 
de preferință pentru variante în raport cu setul din m criterii parțiale): 
x“ =x, dacă o° (e ) >o (x), g` (> ) >g (x), şi cel puţin una 
dintre aceste inegalităţi este strictă; 
x“ ~x, dacă o! (x*)=o' (x), g` (x)= (x); 
x“ şi xi sunt incomparabile în celelalte cazuri. 


e  Definind pentru fiecare variantă x“ intensitatea netă de dominare 
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şi ordonând în descreştere mărimile g: 


p(x*)> p(x*)> p(x" )>..>0(x") (3) 


în X se generează ordinea completă după preferința totală (în raport 
cu toate m criterii) pentru variante 


x“ >x“ x" x, (4) 
Varianta x™ este cea selectată de metoda ORESTE. 


Remarcă. Aceeaşi ordine (4) în metoda ORESTE poate fi generată 
folosind în locul indicatorilor g(x“) alți indicatori integrali pentru calitatea 


variantelor — rangurile agregate” Besson, calculate pentru fiecare 
variantă x* din tabelul p, după formula: 


Pr => pw k=l,n. 
i=1 
Ordonarea rangurilor „agregate ” (în creştere) 
Pa S Pe SS Pa, (5) 
implică ordinea totală pe X: 
x“ =x“ x, 


care coincide cu (4). Intr-adevăr, 


m m 


> max (0, p;— Px} -X max(0, p, -p,) = 


i=l = 
= 5 max 0,p, - p} +Ý min {0, p, - Pa) Zi 
i=l pi 


m 


= (Pi -Pa)= pp. 


i=1 


Prin urmare, 
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Astfel, p(x" ) -p(x) = —n(p, -p,) — ordonările (3) şi (5) generează aceeaşi 


ordine completă în X. 


Remarca 2. Metoda ORESTE poate opera şi cu criterii calitative, care 
nu sunt exprimate numeric. 
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Capitolul 8 Teoria jocurilor 


Unul câştigă, altul pierde 
Aşa e lumea, Doamne, aşa e lumea. 
Mihai Eminescu 


Situaţia face ca lucrurile să apară când mari când mici. 
Bhartrhari 


Nu există în univers un interes mai mare decât acela cu care 
adversarii îşi studiază reciproc armele. 
Lucian Blaga 


— Ce-i viaţa noastră? — Un joc! 


Alexandr Puşkin 


Conform definiţiilor datorate diverşilor autori, teoria jocurilor este: 


e o teorie a modelelor matematice de luare a deciziilor optime în 
condiţii de conflict”; 


e „o colecţie de modele matematice elaborate pentru analiza aspectelor 
strategice ale situaţiilor de conflict şi cooperare din diverse domenii: 
economie, politică, biologie, ştiinţe sociale, management etc.”; 


e „un studiu matematic al deciziilor interdependente”; 


e „o modalitate formală de analiză a interacțiunii dintre membrii unui 
grup de agenţi cu rațiune care acţionează strategic”; 


e „o metodă distinctă şi  interdisciplinară de studiere a 
comportamentului uman”; 


e „o teorie matematică a organizaţiilor economice şi sociale”. 


În joc deciziile se iau de către subiecți: jucători sau coaliții. Prin luarea 
deciziei se înţelege alegerea unei alternative dintr-o mulțime de decizii 
admisibile, numite strategii. Când fiecare subiect şi-a ales strategia sa, se 
creează o anumită situație. Câştigul sau interesul subiectului în situația creată 
se reflectă prin funcția de câştig sau relaţia de preferinţă în mulțimea 
situațiilor. Subiectul dorind să-şi aleagă o strategie optimă, care i-ar garanta 
un câştig maxim, poate influenţa doar parțial asupra rezultatului final — sinteză 
a deciziilor tuturor subiecților, şi interesele lui intră, de regulă, în conflict 
(contradicție) cu interesele altor subiecți. Anume aici îşi are originea jocul 
(conflictul). În plus, optimul individual poate fi adesea ineficient în faţa unui 
optim colectiv, existând posibilitatea ca subiecții să-şi poată mări în comun 
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câştigurile proprii prin coordonarea strategiilor individuale. Aici îşi are origine 
cooperarea. 

În cadrul teoriei jocurilor se disting două compartimente de bază: 
teoria jocurilor coalitive şi cea a jocurilor necoalitive. În jocurile coalitive 
subiecţii sunt coaliţiile de acţiune şi cele de interese. În jocurile necoalitive 
subiecţi sunt jucătorii. În continuare ne vom limita doar la studierea jocurilor 
necoalitive, pe care le vom numi, pur şi simplu, jocuri. În funcţie de admiterea 
sau neadmiterea cooperării jucătorilor pentru schimb de informaţie şi 
încheierea acordurilor, vom deosebi jocuri cooperatiste şi necooperatiste (unii 
specialişti în teoria jocurilor nu fac distincţie dintre noţiunile de jocuri 
cooperatiste şi cele de jocuri coalitive). Pentru modelarea şi studierea jocurilor 
se utilizează formele de 


reprezentare: normală, 
extinsă şi caracteristică. În ee 7 
strânsă legătură cu formele 
de reprezentare vom = 


distinge jocuri strategice T A T 

(au formă normală, sunt 
statice, mişcările Se OO m 

efectuează concomitent sau __—— 

ierarhic) şi secvențiale (au a C Secvential > 

formă extinsă, mişcările se 

efectuează dinamic). Forma 

caracteristică se utilizează pentru jocurile cooperatiste. 

Tradițional, teoria deciziilor ca disciplină ştiinţifică distinctă include 
doar jocurile de un singur jucător sau jocurile unei persoane contra naturii. 
Ca exemple de asemenea jocuri — numite probleme de luare a deciziilor, pot 
servi problemele de programare matematică. Problema (X, P) de luare a 
deciziei e constituită din mulțimea de soluții admisibile X şi relația de 
preferință Pc XxX. Ea constă în alegerea soluției optime în raport cu relația 
de preferință P. 


8.1 Jocuri strategice 


Prin jocuri strategice vom înțelege jocuri necoalitive necooperatiste cu 
următoarele componente: 


e jucătorii (părțile înzestrate cu rațiune, acțiuni, interese şi informații); 
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e strategiile (acţiunile posibile ale părţilor în conflict); 

e funcțiile de câştig ale jucătorilor sau relaţiile de preferinţă (interesele 
părților); 

e informaţiile disponibile jucătorilor. 


Elementul central este jucătorul „dorar” cu: rațiune, strategii, funcţii de câştig 
şi informaţie despre componentele jocului şi condițiile de desfăşurare. 

Jocurile strategice sunt statice. În ele jucătorii aleg strategiile 
(acţionează, fac mişcările) independent şi, în general, simultan. Dacă fiecare 
jucător şi-a ales strategia sa, ele generează împreună o situaţie. În jocurile 
cooperatiste se permite formarea coalițiilor de jucători — submulţimi de 
jucători care îşi pot coordona acţiunile pentru mărirea în comun a câştigurilor 
proprii. 

Ca probleme de bază în teoria jocurilor se consideră: 


e elaborarea principiilor” de optimalitate — aplicaţii, care claselor de 
jocuri le pun în corespondenţă situaţii (realizări, soluţii) optime; 


e stabilirea condiţiilor de existenţă a situaţiilor optime în conformitate cu 
principiile de optimalitate examinate; 


e determinarea soluţiilor optime; 


e cercetarea structurii mulțimii de situații optime şi stabilirea, în 
particular, a puterii (finititudinii) mulțimii de situaţii optime. 


Principiile de optimalitate se tratează aici într-un sens redus — în calitate de 
imagini ale aplicaţiilor se înţeleg doar elemente din mulțimea de situaţii. În 
general, se examinează şi alte tipuri de aplicaţii. Un exemplu binecunoscut de 
principiu de optimalitate în jocurile strategice îl constituie principiile de 
echilibru numite şi noţiuni de echilibru, care vor fi examinate în cadrul acestui 
capitol. 

Prin soluţionarea jocului vom înţelege determinarea situaţiei optime în 
conformitate cu principiul de optimalitate ales. Prin rezultatele jocului vom 
înţelege: strategiile alese de către jucători, situaţia creată şi câştigurile obținute 
de jucători. În jocurile cooperatiste rezultatele se suplinesc cu coaliţiile create. 

Semantic, conceptele de optimalitate a rezultatelor jocului modelează 
(formalizează, realizează) părerile intuitive ale jucătorilor despre: 


* Principiu — element fundamental, idee, lege de bază pe care se întemeiază o teorie ştiinţifică. 
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= ceeace este util (rațional, acceptabil, rezonabil, profitabil etc.); 


= Ceea ce este 
stabilitate; 


= ceea ce este 
dreptate (echitate). 


Utilitatea reflectă 
doleanţele personale ale 
jucătorilor de a realiza 
câştigul maxim. 
Stabilitatea — proprietatea 
că în cazul situațiilor 
optime stabile jucătorii 


Liz 


nu sunt interesaţi să-şi schimbe strategiile corespunzătoare sau sunt cel puţin 
indiferenți. Dreptatea — că jucătorii în rezultatul cooperării ajung la rezultate 
echitabile. Nu totdeauna optimul posedă toate aceste proprietăți. Adesea el 
inserează una sau două dintre ele. 


Principiul de optimalitate se poate baza: 


fie pe cerințele individuale ale jucătorilor (situaţia optimă se 
construieşte în baza strategiilor optime ale jucătorilor, de exemplu în 
echilibrul în strategii dominante, echilibrul complex, în principiul 


fie pe părerile colective ale jucătorilor (strategiile optime ale 
jucătorilor reies din situaţia optimă, spre exemplu — din echilibrul tare, 


|: 

câştigului garantat); 
2, 

din echilibrul ideal); 
3. 


fie atât pe cerințele individuale ale jucătorilor, cât şi pe cele comune 
(în calitate de exemplu poate servi echilibrul în sensul Nash). 


Componentele jocurilor coalitive strategice sunt: 


coalițiile de acţiune şi cele de interese; 
strategiile coaliţiilor de acțiune; 


funcţiile de câştig sau relaţiile de preferinţă ale coaliţiilor de interese. 


Elementele centrale sunt coaliţiile de acţiune şi cele de interese „înzestrate” cu strategii şi, 
corespunzător, cu funcţii de câştig sau relaţii de preferinţă. De remarcat că în jocurile coalitive 
coaliţiile nu sunt noţiuni derivate, cum sunt cele din jocurile necoalitive, ci sunt elemente 
fundamnetale. 
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8.1.1 Forma normală 

Vom nota cu N mulţimea de jucători şi o vom considera finită (n =|N| <) 
iar prin X, mulțimea de strategii (decizii, acțiuni posibile) ale jucătorului i. 
Fiecare jucător i alege o strategie x, e X,. Ca rezultat se constituie o situaţie 
X = (Xe Xa ) € X, xX, x...xX,. Mulțimea tuturor situaţiilor coincide cu 


produsul cartezian X= x X, = X} x X, x...x X. 
ieN 

Cointeresarea jucătorului în situaţia x se manifestă printr-un număr 
care reflectă în ce grad situaţia dată satisface interesul lui. Acest număr se 
numeşte câştigul jucătorului i în situaţia x şi se notează prin f, (x). Aplicația 
f, : X —R se numeşte funcție de câştig (cost, plată, utilitate) a jucătorului i. 

Jocul (conflictul) se realizează (desfăşoară) prin alegerea independentă 
de către fiecare jucător i a unei strategii x, eX, şi obținerea în situația 


creată x a câştigului f, (x). În cazul când câştigul jucătorului nu poate fi 


reprezentat printr-un singur număr, se consideră relaţii de preferinţă. Noi ne 
vom limita doar la jocurile cu funcţii de câştig. 

Jocul astfel descris se numeşte strategic (joc necoalitiv necooperatist în 
formă normală), deoarece realizarea jocului depinde doar de alegerea 
strategiilor de către jucători. Modelul formal al jocului strategic este 
reprezentat de sistemul: 


r=(N, {Xiha Ea) 


numit formă normală a jocului. 
In cadrul întregului capitol vom folosi notațiile: X= x X; 
oO jeNWI) I 
Xi = (X15 X25% Xi19 Xi «i max f (x) şi min f; (x) pentru maximele şi 


minimele globale. 

Pentru alegerea principiului de optimalitate adecvat şi soluționarea 
efectivă a unui joc, formei normale i se adăugă, de regulă, şi informaţiile 
disponibile jucătorilor. În funcţie de informaţia disponibilă fiecărui jucător 
obținem, în general, modele distincte de jocuri. De remarcat că jucătorii pot să 
cunoască doar parţial forma normală a jocului. 

Un caz particular important al jocului strategic îl constituie jocul cu 


doi jucători: T=(X, Y, f(xy), 2(x.y)). 
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Dacă valoarea câştigului primului jucător este egală cu valoarea 
câştigului de semn opus al jucătorului doi (f (x.y) = — g(x,y) ), obţinem jocul 


antagonist: T =(X, Y, f(x,y)). 


Jocurile de doi jucători cu un număr finit (numerabil) de strategii 
permit o reprezentare matriceală: 


e numărul liniei coincide cu numărul respectiv al strategiei primului 
jucător, 

e numărul coloanei coincide cu numărul strategiei respective a jucătorului 
doi, 

e elementul din intersecţia liniei şi a coloanei reprezintă sau câştigurile 
jucătorilor în jocurile neantagoniste (o pereche de numere), sau câştigul 
primului jucător (pierderea jucătorului doi) în cazul jocului antagonist. 


Prin extensie jocurile în care toţi cei n jucători au numărul de strategii 
finit (numerabil) se numesc n -matriceale sau pur şi simplu matriceale. 


Nota bene. Jocul strategic poate fi concretizat prin introducerea sau 
specificarea altor componente, reguli sau proprietăţi, precum sunt: 


e natura; 

e  finititudinea sau infinitatea mulțimilor de strategii; 

e izolarea sau permiterea comunicării jucătorilor, 

e ordinea de efectuare a mişcărilor (în jocurile ierarhice); 

e repetarea jocului; 

e informaţia (completă sau incompletă, perfectă sau imperfectă); 
normalizarea câştigurilor pentru a putea fi comparate 

e etc. 


Componentele, regulile şi proprietăţile jocului determină tipul soluţiei. 


Descrierea jocurilor coalitive necesită următoarele notații: KA -— mulțimea de 
coaliţii de acţiune, X, — mulţimea de strategii (decizii, acţiuni posibile) ale coaliţiei de 


acţiune K. Fiecare coaliţie de acţiune K alege o careva strategie x, eX. Ca rezultat se 


constituie o situație xe x X,. Mulțimea tuturor situaţiilor coincide cu produsul 
KeKA 


cartezian X= x X,. Vom nota prin KI mulţimea de coaliţii de interese. Fiecare coaliţie 
KeKA 


de interese K are o funcţie de câştig fẹ : X > R. 
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Ca model formal al jocului coalitiv serveşte sistemul: 


Tr =(N, KA, REE X, KI, {fk (2) cea )- 


În cazul particular când fiecare coaliţie e formată de un singur jucător: KA = KI = N, se 
obţine jocul strategic. 

În jocurile colaitive se examinează principii de optimalitate specifice, legate de: 
regulile jocului, de împărţirea câştigului între membrii coaliţiilor de interese (imputaţie, 
distribuire finală a veniturilor), de plăţi laterale (transferuri de câştiguri), de informaţii etc. 


8.1.2 Exemple de jocuri 


Exemplele ilustrează nu numai noţiunile introduse, ci şi dificultăţile care apar la cercetarea şi 
rezolvarea jocurilor. 


Dilema deţinutului 


În 1950, la o lecţie ţinută în Universitatea Stanford, Albert Tucker a inventat această dilemă, 
care, conform unor opinii, a avut un impact ştiinţific enorm, comparabil cu cel produs de 
faimoasa monografie „The Theory of Games and Economic Behavior” de John von Neumann 
şi Oskar Morgenstern. 

Tucker a expus următoarea situaţie. Doi hoţi: Bob şi Al, sunt prinşi aproape de locul 
infracţiunii. Poliţia nu are probe suficiente pentru a-i acuza de infracțiunea săvârşită, dar îi 
poate acuza de infracţiuni mai puţin grave, săvârşite anterior, şi le oferă o şansă de a se salva, 
separat fiecăruia. Fiecare din ei trebuie să decidă: mărturiseşte ori nu şi îl implică ori nu pe 
tovarăşul de infracţiune. Dacă ambii mărturisesc, sunt condamnaţi la un termen considerabil 
de detenţie — 10 ani, ţinându-se cont în acest caz de conlucrarea cu poliţia. Dacă ambii nu 
mărturisesc, anchetatorii demonstrează vina lor în infracțiunile anterioare şi sunt condamnaţi 
la câte doi ani de detenţie. Dacă unul depune mărturii, iar celălalt nu, cel care a colaborat cu 
poliţia este eliberat, iar partenerul lui este condamnat la termenul maxim — 20 de ani de 
detenţie. Deţinuţii sunt izolaţi şi nu cunosc condiţiile oferite fostului partener. 

Strategiile jucătorilor sunt evidente: da ori nu (mărturisesc ori nu). „Câştigul” 
reprezintă termenul de detenţie, pe care fiecare dintre ei se străduieşte să şi-l micşoreze. 
Matricea câştigurilor pentru fiecare jucător este inserată în următorul tabel: 


Al 
Da Nu 
Bob da 10,10 0,20 
nu 20,0 2.2, 


Strategiile lui Bob corespund liniilor, iar ale lui Al — coloanelor. Elementele din celulele 
tabelului sunt ani de detenţie. Primul număr — termenul de detenţie pentru Bob, al doilea — 
pentru Al. 

Forma normală a jocului: 


(2) n) daca | Ta M) 


226 


Se presupune implicit că fiecare dintre jucători are informaţie completă despre strategiile 
posibile ale celuilalt jucător, dar nu şi despre funcţia lui de câştig. 

Să rezolvăm jocul ţinând cont de conţinutul lui real. Al poate raţiona astfel: “Bob are 
două alternative: să mărturisească sau să tacă. Fie Bob mărturiseşte. Atunci eu sau fac 20 de 
ani de puşcărie, dacă nu mărturisesc, sau 10 ani, dacă mărturisesc. În acest caz e mai bine să 
mărturisesc. Dacă Bob nu mărturiseşte, atunci eu fac doi ani dacă nu mărturisesc, sau sunt 
liber dacă mărturisesc. Aşadar, şi în acest caz e mai bine să mărturisesc. De aceea, voi 
mărturisi.” Bob, va raţiona în mod similar. Astfel, ambii depun mărturie şi fac câte 10 ani de 
detenţie. 


Nota bene. Dacă f (c , x) 20 ©] 
presupunem că Al şi Bob acționează 5, 
„irațional” (aleg ce e mai rău pentru 
fiecare în parte, adică nu 
mărturisesc), atunci vor sta în 
detenție doar câte doi ani fiecare. Se 
dovedeşte că acțiunile jucătorilor 
bazate pe raționamente individuale 
clare, despre ce e mai bine, conduc 
la un rezultat inferior altuia 
„irafional”, care se dovedeşte a fi 
colectivist, deoarece în baza lui au 
de câştigat ambii jucători. Izolarea şi 
soluții care n-ar fi oportună în cazul 
informaţiei complete şi a comunicării 
şi cooperării jucătorilor. 


Strategia “da” e dominantă 
pentru orice strategie fixă a 
adversarului. Situaţia constituită din 
strategii dominante se numeşte 
Situație de echilibru în strategii 
dominante. Determinarea echilibrului 
în strategii dominante a presupus 
implicit următoarele condiții de 
desfăşurare a jocului: 

e raționalitatea jucătorilor 

(fiecare alege ce e mai bine pentru sine); 

e izolarea jucătorilor — jucătorii nu comunică între ei; 

e cunoaşterea strategiilor celuilalt jucător, dar nu şi a funcției lui de câştig; 

e alegerea „concomitentă” a strategiilor optime — jucătorul îşi alege strategia sa fără să 
aştepte ca celălalt să şi-o aleagă pe a lui. 

Dacă la condiţia de raționalitate mai adăugăm una, că fiecare dintre jucători este 
pesimist şi aşteaptă ca celălalt să aleagă strategia cea mai nefavorabilă pentru primul, atunci, 
spre exemplu, Al va încerca să-şi garanteze un termen minim de detenţie raţionând în felul 
următor: „Dacă aleg strategia „da”, Bob poate alege strategia „da”, cea mai rea pentru mine, 
şi voi face 10 ani de puşcărie; dacă aleg strategia „nu”, Bob va alege strategia „da” şi voi 
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face 20 ani de puşcărie. Aşadar, e mai bine 
să aleg strategia „da”.” Ambii jucători 
raţionează în acelaşi fel. Se obţine aşa 
numita situaţie maximin, care coincide, în 
acest exemplu, cu echilibrul în strategii 
dominante. 

Dacă ne  abstractizăm de la 
conţinutul acestui joc şi interpretăm pur 
formal datele lui ca problemă bicriterială 
(reprezentăm elementele matricei în spaţiul 
criteriilor), atunci fiecare dintre punctele: f 
(2,2), (20,0), (0,20), este eficient (optim în 0 2 10 20 
sens Pareto pentru problema de 
minimizare), iar situațiile corespunzătoare lor sunt incomparabile. Doar situația („da”, „da”) 
cu “câştigurile” (10,10) nu este eficientă. 

În concluzie, situația („nu”, „nu”) cu „câştigurile” (2,2) este eficientă (ca şi celelalte 
două situaţii) şi convenabilă ambilor jucători, dar nu este nici situaţie de echilibru în strategii 
dominante, nici situaţie maximin. Situaţia („da”, „da”) cu „câştigurile” (10, 10) este şi 
echilibru în strategii dominante, şi situaţie maximin, dar nu este eficientă. 

Din cele expuse reiese cu elocvenţă că pentru jucători noţiunea de optim nu este 
univocă şi depinde direct de condiţiile de desfășurare a jocului. În funcţie de condiţii, 
jucătorul îşi defineşte principiul de optimalitate. În cazul izolării şi lipsei de comunicare 
echilibrul („da”, „da”) se determină în baza strategiilor dominante sau a celor pesimiste. În 
cazul cooperării şi informaţiei complete situaţia („„nu”,„nu”) cu „câștigurile” (2,2) este optimă 
pentru ambii jucători. Din ea survin şi strategiile optime. 

Şi încă o caracteristică a jocului descris — el se schimbă dacă este repetat, adică dacă 
după eliberare Bob şi Al comit o altă infracţiune în comun, sunt prinşi şi li se oferă iarăşi 
şansele de rigoare. Informaţia despre rezultatele primului joc (primei „partide”) le dă 
posibilitatea jucătorilor să răsplătească sau să pedepsească partenerul. Intuitiv e clar că în 
jocul repetat jucătorii vor încerca să coopereze prin strategii de tipul — „cum tu, așa şi eu”. 

Jocul descris este sugestiv pentru diverse situaţii economice, cu strategii de tipul: “a 
contribui la bunul comun” sau “a acţiona în mod egoist”, “a stabili pe piaţă un preț mare” 
sau “unul mic” etc. 


Egoist sau colectivist 
Să considerăm jocul de trei jucători în formă normală în care: X, = X, = X, =R, iar 
funcţiile de câştig sunt: 

f, (x) = 3-(x -1) -x aa 

f, (x) = 3- -(x, -17 -x3; 

f, (x) = 3- =x - (x, -17. 


Fiecare dintre jucători tinde să-şi maximizeze câştigul. Se pune problema determinării 
strategiilor optime. 
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Maximele globale ale funcţiilor de câştig sunt egale cu 3. Conflictul apare anume din 
faptul că maximele globale nu se realizează concomitent pentru toţi jucătorii. Spre exemplu 
primul jucător ar câştiga maximal în situaţia (1,0,0). Dar în aceeaşi situaţie câştigurile 
celorlalţi jucători ar fi egale doar cu câte 1. Mai mult, dacă fiecare dintre jucătorii 2 şi 3 ar şti 
că primul alege strategia x, = 1, iar celălalt îşi menţine neschimbată strategia sa, atunci pentru 


fiecare dintre ei ar fi oportun să treacă la strategia 1, asigurându-şi, în asemenea caz, un câştig 
egal cu 2. Dar aceeaşi concluzie o pot trage ambii jucători (2 şi 3) şi, ca rezultat, se constituie 


situaţia finală x = (, 1,1) cu câștigurile: f, (x°) =1, f, (x°) =1, f, (x°) =i 


De observat că mai riguros aceeaşi concluzie poate fi trasă dacă raționamentele 
pornesc de la premisa conform căreia jucătorii nu au posibilitatea de a conlucra şi fiecare 
dintre ei nu are informație despre strategiile alese de restul jucătorilor. În asemenea caz 
fiecare dintre funcțiile de câştig poate fi considerată funcție parametrică de o singură variabilă 
în care în calitate de parametri servesc strategiile celorlalți jucători. Oricare ar fi strategiile 


fixate ale celorlalți jucători, funcția de câştig f, (x) îşi realizează valoarea maximă pentru 


X, =, cea şi care este strategia optimă (dominantă). Așadar, situaţia x =(1, 1,1) este 


situație de echilibru în strategii dominante. 

Dacă considerăm că jucătorii înainte de a-şi alege strategiile pot conlucra şi duce 
anumite tratative pentru a le alege pe cele mai convenabile, atunci putem presupune că 
jucătorii formează o coaliție comună care are funcția de câştig 


F(x) =4f (x)+4, f, (x)+4, f (x). 


în care 4, +4, +4, =1, 4 20, 4, 20, 4, 20. Numerele 4, 4,, A, pot fi interpretate ca 


coeficienți de trecere la aceeaşi unitate de măsură sau ca ponderi ale jucătorilor (ale funcțiilor 
corespunzătoare de câştig) şi pot reprezenta subiectul tratativelor dintre jucători. Funcţia 


F (x) are un singur punct staționar x* = (4, As 4) care şi este punctul de maxim global. 
Pentru situaţia x* = (4, , A 1) funcţiile de câştig vor avea valorile: 
2 2 2 

f, (=) = 3-(4, -1) -4 -4 ; 

f (30%) = 3-22 -(4, -17 — 43; 

f, (x) zi 3-4 a -(4 -17 - 

| ò 7 E 111 
Pentru comparație cu x = (1,1,1) vom observa că, spre exemplu, în situația x* = T m 
O ! 1 1 Iha 
câştigurile jucătorilor vor fi: f, (x*) =2—, f, (x*) =2—, f, (x*) = 2— (prin conlucrarea 
3 3 3 


tuturor jucătorilor ei pot obţine câştiguri individuale mai mari). 


229 


Totuşi situaţia x =(1,1,1) posedă o proprietate bună: dacă numai unul dintre 


jucători îşi schimbă strategia în intervalul (-1; 1) — el o va face în detrimentul său, iar ceilalți 
vor avea doar de câştigat. Mai mult, chiar dacă careva doi jucători ar forma o coaliție şi ar 
alege strategiile din intervalul (-1;1), ei şi-ar micşora câştigurile proprii, pe când câştigul 
celuilalt jucător s-ar mări. Aşadar, dacă mulțimile de strategii ale jucătorilor le-am limita doar 
la [-1; 1], pentru nici unul dintre jucători nu ar fi convenabil să schimbe unilateral 


(individual) situația x° = (1,1,1). O asemenea proprietate poartă denumirea de stabilitate. 


1 1 1 
Lesne se observă că x* = E =; 1) nu este stabilă. 


3.33 
Dacă situaţia x" = (1,1,1) se examinează pe mulțimile inițiale de strategii, atunci la 
schimbarea în R \ [-1;1] a strategiilor unuia dintre jucători el îşi va micşora câştigul, dar şi 


mai mult se vor micşora câştigurile celorlalţi doi jucători. 


8.2 Principii de echilibru 


„„„.numai din egala îndreptăţire a tuturor se naşte echilibrul. 
Mihai Eminescu 


Principiile sunt atât de subtile şi în număr atât de mare, încât e 
aproape imposibil să nu rămână ascunse unele din ele. Dar 
omiterea unui principiu duce la eroare; aşa că trebuie să avem 
vederea foarte clară pentru a vedea principiile, şi pe urmă spiritul 
just spre a nu raţiona greşit pe baza unor principii cunoscute. 

Blaise Pascal 


La cine nu sunt clarificate principiile în deplină 
consecutivitate logică, la acela nu numai în cap e haos, dar şi în 
afaceri — fleacuri. 

N. Cernâşevski 


Principiul de echilibru a fost introdus pentru prima dată în 1951 de John Nash 
pentru jocul strategic T = (N, EX use Aba (2) Actualmente există 


peste 30 de asemenea principii, numite şi noţiuni de echilibru. Ele reflectă 
predilecțiile jucătorilor în ceea ce priveşte rezultatul jocului şi definesc 
situaţiile în care sau jucătorii individual, sau anumite coaliții, sau chiar toate 
coalițiile nu-şi pot majora câştigurile proprii schimbând (deviind) unilateral 
strategiile corespunzătoare echilibrului, când ceilalți şi le păstrează pe ale lor. 
Situaţia jocului care satisface cerințele noțiunii de echilibru se numeşte 
(soluţie, situaţie de) echilibru. Subparagraful precedent ne ilustrează cu 
elocvenţă că nu există concepte de echilibru universale, bune pentru orice tip 
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de joc. Totuşi unele dintre ele sunt sugestive şi le vom prezenta în continuare. 
In baza lor se pot da recomandări „raționale” pentru fiecare jucător. 


8.2.1 Echilibrul ideal 
Fie fi = max f(x), ef, f, i — câştigurile ideale. Dacă există 
x* e ( ]Arg max f.(x)z0, atunci f(x*)=f* şi x* este echilibrul ideal. 


ieN xeX 
Mulțimea de situaţii de echilibru ideal o vom nota prin EI. 
Echilibrul ideal arareori există. Şi chiar dacă există, realizarea lui cere 
o cooperare ideală a jucătorilor. Afirmația nu este deloc eronată. Sunt posibile 
împrejurări în care câştigul unora dintre jucători este constant şi nu depinde de 
strategiile proprii. Dar strategiile alese de ei pot fi esenţiale pentru alţi 
Jucători. Exemplul ilustrează acest lucru. 


Exemplul 1. În jocul de doi jucători matricele de plată sunt: 


5 5 0 0 
A, = „A, = 
5 5 O 10 


Primul jucător are câştigul 5 în orice situație. Al doilea poate obține câştigul maxim 10 doar 
dacă ambii aleg a doua strategie. Prin urmare, jucătorul doi pentru a-şi asigura câştigul 10 
trebuie să-l influenţeze pe primul (prin tratative sau prin alte mijloace) să aleagă a doua 
strategie. 


Din exemplul 1 şi din definițiile următoare se va putea observa că 
noţiunea de echilibru ideal ar fi, de fapt, mai corect să fie numită situaţie 
optimă globală şi nu echilibru, deoarece nu posedă proprietate de stabilitate în 
sensul subînţeles pentru echilibre. Totuşi, vom utiliza denumirea de echilibru 
ideal, dar vom ţine cont de această remarcă. 


8.2.2 Echilibrul în strategii dominante 
În unele jocuri este imposibilă conlucrarea jucătorilor — poate fi interzisă chiar 
de regulile jocului sau refuzată de jucători şi informaţia disponibilă jucătorilor 
se reduce la mulţimea de situaţii posibile şi funcţia proprie de câştig. În 
asemenea jocuri jucătorul va acţiona doar pe cont propriu (uneori chiar într-un 
mod forţat egoist). 

Strategiile xi, x? eX, se numesc echivalente pentru jucătorul i 


(notăm x! ~x? ), dacă 
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î,(.y)=,(07,y), vyeX 


adică E, (y)=f,(7,y) ca funcţii de y pe mulţimea X, (oricum ar 
proceda ceilalţi jucători, aplicarea strategiei x. de către jucătorul i îi aduce 
acelaşi rezultat ca şi aplicarea strategici x; ). 

Se spune că strategia x; eX, a jucătorului i domină slab sau, pur şi 
simplu, domină (este „mai bună” decât) strategia x'eX, şi notăm x >x 
dacă 

f(x,y) >£, (ay), vyeX, 


3yex,: f.(x,y)>f(6y), 


adică £,(a.y)>f,(x7,y) pe X, şi f(xy) z f(xy) pe X,. Evident, 
relația de dominare este tranzitivă: dacă x; >x’ şi x; > x’, atunci x; = x" 

Strategia x,eX; se numeşte nedominată, dacă în X, nu există 
strategie care o domină. Notăm ND, =(x, € X,: Ax € X,, x, = x,} mulţimea 
de strategii nedominate. Oricare două strategii nedominate x;, x; e ND, sau 
sunt echivalente, sau sunt incomparabile — pentru jucătorul i în unele situaţii 
e mai bună strategia x;, în altele — strategia x;, adică 2y,y'eX,: 


fixy) >f (xy), 
f(xy) <E (gy). 
Evident, X, = ND, Ufx, EX: Ix, x > x). 


Dacă ND, + Ø, atunci pentru orice strategie dominată x, e X; există o 


strategie nedominată care o domină. În condiţiile de joc în care jucătorii nu 
conlucrează şi nu cunosc funcțiile de câştig ale partenerilor, strategiile 
dominate nu sunt convenabile pentru jucătorul i şi strategiile dominate pot fi 


sti din ra) 


redus la ND,. Concluzia nu este valabilă atunci când fie că jucătorii cunosc 


funcțiile de câştig ale partenerilor, fie că ei pot coopera — dilema deţinutului 
ne ilustrează elocvent că în condiţii de conlucrare şi informaţie completă unui 
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anumit grup de jucători unele dintre strategiile dominate îi pot fi mai 
convenabile decât cele nedominate. 


E > i * D * 
Dacă ND, conţine doar o singură strategie, adică ND; = (x i sau 


constă doar din strategii echivalente, atunci oricare strategie x, din ND; 


domină toate strategiile x, e X; \ND,. 


i * RE, es ; “A = 
Strategia x, eX, a jucătorului i se numeşte dominantă în X,, dacă 


E (a y)>f.(y), WeX, wex,, 


adică x; sau domină orice altă strategie x, e X,, sau este echivalentă cu ea. 

Dacă notăm prin D, mulțimea de strategii dominante în X,, atunci 
x, x? eD, implică x! ~x, iar x eD, x €X,\D,, implică x >x,. Din 
definiție rezultă că D, reprezintă un caz particular al mulțimii ND;, şi anume: 
D, = ND, în cazul când ND, constă doar din strategii echivalente. 

Precum am menționat mai sus D, = ND, în cazul când |ND,]=1 sau 
Vx, x? e ND, avem x, ~ x. 

Din reprezentarea grafică de mai jos mai observăm că în notația 


X, (y)=Argmax f, (x,y), avem D; “a X, (y). 


i 
x;eX; 


Exemplul 2. Să examinăm jocul de doi jucători în care funcţia de câştig a primului 
jucător este reprezentată de matricea de cost: 


1 


E A MI: a îi (ez) 
A=|4 4 4 3 4 A]. 
8 56 5 55 


1 


Comparând liniile, observăm că 
strategia a treia domină strict celelalte 
două strategii. Acelaşi lucru se constată 
şi din figura alăturată (linia de nivel 
strategic 3 a funcţiei de câştig a 
primului jucător e situată de asupra 
celorlalte două linii de nivel strategic). 
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Exemplul 3. Să examinăm în jocul de trei jucători în care primul şi al doilea jucător 
au câte două strategii, iar al treilea — trei, funcţia de câştig a primului jucător reprezentată de 
matricele de cost corespunzătoare celor două strategii ale primului jucător: 


A [+] = 1 2 a 
! 3 4 1 f (6x, x) 


a [2s] a h 
4 5 5 


Matricea de cost a primului jucător 
mai poate fi scrisă şi sub forma: 


1 2 2 3 4 1 
A, = i 
4 2 3 4 5 5 
în care liniile corespund strategiilor primului jucător, iar coloanele corespund următoarelor 
combinări ale strategiilor jucătorilor doi şi trei: 


(1,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3). 


Comparând elementele reciproce ale ambelor matrice observăm că strategia a doua a primului 
jucător domină slab prima lui strategie. Acelaşi lucru se constată şi din figura alăturată (linia 
de nivel strategic 2 a funcţiei de câştig a primului jucător e situată de asupra liniei de nivel 
strategic 1, existând un punct de tangenţă). 


Strategia x; eX, a jucătorului i domină strict strategia xeX, şi 


notăm x; > x; dacă 
f(xy) > fi ay) vyeX 


Strategia x, € X; a jucătorului i este strict (slab) dominantă în X, şi 
notăm x'>x” dacă ea domină strict (slab) toate celelalte strategii ale 
jucătorului i. Dacă notăm prin StrD, (SD, ) mulțimea de strategii strict (slab) 
dominante ale jucătorului i şi presupunem că StrD, + © (SD; +Ø), i =],n, 
atunci orice xe x StrD, (xe x SD;) se numeşte (situație de) echilibru în 
strategii strict (slab) dominante. Mulţimile de echilibre în strategii strict (slab) 
dominante le vom nota prin EStrD (ESD). 

Din cele expuse mai sus reies următoarele relații de incluziune: 


StrD, c SD, c D; c ND.. 


234 


Lema 1. Dacă [StrD,|# Ø, atunci StrD = şi 
StrD, = SD, = D, = ND,. 
Dacă |$D,| +Ø şi StrD, = Ø, atunci |SD;|=1 şi SD; = D, = ND,. 
Dacă |D,|z O şi StrD, = SD, =Ø, atunci |D;|2>2, D, =ND, şi toate 
strategiile dominante sunt echivalente: 
f, (xy) =f, (xy), vx, x eD: vyeX... 


Lema 2. Dacă |ND, 
Dacă IND, 
D, # Ø; 
. Toate strategiile din ND, sunt echivalente; 
3. D, =ND.. 


+Ø şi StrD, =SD, = D, =Ø, atunci |ND,|> 2. 


+Ø, atunci sunt echivalente afirmațiile: 


Evident, dacă există echilibre în strategii strict sau slab dominante, ele 
sunt unice şi reprezintă cazul excepțional când toate mulțimile 


D, =ND,, i=1,n, şi conțin câte un singur element. 
În general, mulțimile D,, i=l,n, pot conține mai multe elemente şi 
câştigul jucătorilor poate fi diferit în diferite situații din D= x D,. 
ieN 
Exemplul 1 (continuare). Avem D, =, Sis D, ZAIE, şi câştigul primului 
jucător este constant în ambele situații de echilibru: f, (1,2) =f, (2,2)=5, pe când al 


jucătorului doi nu: f, (1,2)=0, f,(2,2)=10. 


Dacă D, +Ø, vieN, şi câştigul fiecărui jucător este acelaşi în orice 
situație din D= x D,, adică funcția f, (x) este constantă în D= x D,, atunci 
ieN ieN 


orice situație x e D se numeşte situaţie de echilibru sau echilibru în strategii 
dominante şi le notăm ED (echilibrele ED oferă jucătorului aceleaşi 
câştiguri). Evident, nu fiecare joc are situaţii de echilibru în strategii 
dominante. 
Din cele de mai sus rezultă: 
EStrD c ESD c ED e ND= x ND.. 


ieN 
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Nici una dintre implicaţiile inverse, în general, nu este justă. Prin urmare, 
condiţia NDz este necesară pentru existenţa echilibrelor în strategii 
dominante (slab, strict). 


Lema 3. Dacă T este joc finit, atunci ND, + Ø, i=l,n. 


Demonstrație. Observăm că ND, poate fi construit prin eliminarea 
succesivă din X, mai întâi a strategiilor dominate de x; e X,, apoi a celor 


dominate de x; € X,, dacă x; nu este dominată de x, şi a fost deja eliminată, 


A . X. 
ş.a.m.d., în final — a celor dominate de x~! 


i 


€ X,. Strategiile neeliminate 


formează mulțimea de strategii nedominate. 


Procedeul aplicat în demonstrația lemei poate fi concretizat sub formă 
de algoritm: 


e(x,)=1, Yx € X;; 


for k=1 to |X;,| do 
begin 
if e(x‘)=1 then 
for [=1 to |X;| do 
if e(xi)=1 and x; > x; then e(x)=0 
end; 
IND,|= > e(x,) ND, ={x, €X; :e(x,)=1}. 
x EX; 


Remarca 1. Analizând rezultatele execuției acestui algoritm, putem 
determina echilibrul în strategii dominante, dacă acesta există: 
e determinăm ND= x ND,; 


ieN 


e dacă 


ND|=1, atunci elementul respectiv este echilibru în strategii 
dominante strict sau slab; 

e dacă IND| >1 şi pentru fiecare i = n funcţia f(x) este constantă pe 
ND, atunci orice element din ND este echilibru în strategii 
dominante; 
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e înrest—echilibrul nu există. 


Existenţa strategiilor nedominate poate fi garantată şi de condiţii mai 
generale. 


Lema 4. Fie: X,,....X, compacte, iar f(x) continuă. Atunci 
ND, # Ø. 


Demonstrație. Considerăm funcția 


(2A (x) = Í f, (xox )du(x), 


X 


unde 4 :X — [0, 1] este o repartiție probabilistică dată cu proprietatea că 
orice element din X , are o vecinătate cu măsură probabilistică pozitivă. Prin 
continuitatea funcției g, (x) pe compactul X, şi teorema Weierstrass 


X; =Argmax g,(x,)# Ø. 


x;eă; 

Fie x, €X, adică o, (x )>a( x), Vx; e X,. Să arătăm că x eND,. 
Admitem contrariul: există x? e X, ce domină slab x şi pentru y° se verifică 
Ps i ,y°). Deoarece f,(x) e continuă, există o vecinătate M a 
punctului y° (cu măsură probabilistică pozitivă) încât YyeM: 
f; (x,y) >f, (xy) şi mai avem f, (x.y) 2f, (xy) Vye M= X \M. 


Integrând ambele inegalităţi, obținem: 


Je XX, i)du(x a) ff xx) du (x). 


Adunând inegalităţile, conchidem că ø, x <a (x) (x) .. Contradicție. Prin 


fa 
fe XRG )du(x_ fi ke IEZI x; ). 
( 


urmare, mulțimea nevidă xi = Argmax Q, x,) e ND,. Deci ND, + Ø. 


x EX; 
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Remarca 2. Dacă mulțimile  X,,....X, sunt conexe şi 
X = int X, „i= In, atunci în calitate de repartiție probabilistică considerată 
în teoremă poate fi luată cea uniformă pe X, — pentru ea măsura 
probabilistică a vecinătăţii V; (y) coincide cu cea Lesbegue a mulțimii 
V,(y)NX_. În particular, când X,,...,X 


condiții se verifică în mod implicit — se consideră jocul în care X, caff X, în 


sunt compacte convexe, aceste 


n 


raport cu care int X, +Ø, iar X, =intă,, i=ln. 


Dacă EStrD=ESD=0 şi ED # Ø, atunci există cel puțin două 
echilibre în strategii dominante, toate fiind echivalente în sensul că fiecare 
jucător are acelaşi câştig în orice echilibru dominant. 

Echilibrul ideal poate exista şi atunci când ED = Ø. 


Exemplul 4. În jocul de doi jucători cu matricele de cost: 
2a 1 3 1 
A= , Å, = , 
1 10 2 9 
nu există echilibru în strategii dominante, dar echilibru ideal este (2, 2) cu câştigurile (10,9). 


Când mulțimile de strategii sunt finite, strategia dominantă pentru 
jucătorul îi,i = 1,n, poate fi determinată şi prin algoritmul: 


Xe eee) 
get ye YI; 
YI=YI\{y}; 
DI = Arg max f(x y); 
for y e YI do 
begin 
DY = Arg max f(xy); 
DI = DIN DY; 
YI=YI\{y} 
end; 
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Dacă DI = Ø, jucătorul i nu are strategii dominante; 
Dacă IDI] >l, toate strategiile din DI sunt dominante; 


Dacă DI|=1 şi există ye En 
jeN\{i 


Xi încât Arg max fi (xp y) >1, 


atunci strategia din DI este slab dominantă, în caz contrar — strict 
dominantă. 


Remarca 3. Soluționarea jocului în strategii dominante cere implicit 
ca fiecare jucător să cunoască mulțimile de strategii ale tuturor jucătorilor şi 
funcţia proprie de câştig. Informaţia disponibilă jucătorului ar putea fi 
limitată chiar la mulțimea de strategii şi funcția de câştig proprii cu o 
condiție suplimentară ca fiecare dintre jucători să poată totuşi determina 
strategia sa dominantă (slab, strict). 


8.2.3 Echilibrul complex 
Trecerea de la mulțimea inițială de strategii X; la mulțimea de strategii 
nedominate ND, exclude strategiile neconvenabile numai pentru jucătorul 


concret i. Dacă se ţine cont de faptul că şi ceilalți jucători vor proceda la fel, 
adică de faptul că unele ansambluri din X_; nu se vor realiza, ele conținând 


strategii neconvenabile altor jucători, ci se vor realiza numai ND(X.,), e 
posibil că mulțimile ND, ar putea fi reduse — unele strategii din ND, pot fi 
dominate la compararea lor pe mulțimea restrânsă de strategii ND(X.,) a 


celorlalţi jucători. 
Excluderea succesivă a strategiilor dominate strict generează o 


consecutivitate X, = X? > X; 3..2X!2X!" >... pentru fiecare i e N, unde 


t+ _ t. ' t ' 
X; ={x eX: Ax €X, xx). 


Se spune că jocul are soluţie prin dominare strictă iterativă, dacă X” = x X7 
ieN 


(x = ñx) conține un singur element. Dacă mulțimile de strategii sunt 
t=0 


finite, mulțimea X” se construieşte după un număr finit de iterații. 
Se spune că jocul are soluție prin dominare slabă iterativă, dacă există 
un asemenea / încât pentru orice jucător i funcția de câştig nu depinde de 
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xeX'= x X;, adică EEE): Vx x eX!, VyeX',, unde 


mulțimile de strategii se construiesc prin eliminarea strategiilor dominate 


slab X; =ND(X;"), i=1,n. 

Mulțimea X' formează mulțimea de situații de echilibru complex. Se 
poate demonstra că la construirea ei prin eliminarea strategiilor dominate strict 
nu contează viteza şi ordinea de excludere, ceea ce nu este adevărat în cazul 
când se exclud strategiile dominate slab. 

Dacă există soluție prin dominare iterativă şi procesul iterativ de 
construire a mulțimii X' se întrerupe pentru r=1, adică X =X;, i=l,n, 
atunci soluțiile obținute reprezintă situații de echilibru în strategii dominante. 
Dacă X? = X. i =1,n, conțin doar câte un singur element, avem echilibru fie 
în strategii strict dominante, fie în strategii slab dominante. Dacă cel puțin una 
dintre mulțimile X? =X;, i=1,n, conține mai multe strategii echivalente pe 


mulțimea strategiilor „păstrate” de ceilalți jucători, atunci avem echilibre în 
strategii dominante. Prin urmare, este adevărată următoarea propoziție. 


Propoziția 1. Dacă jocul are situație de echilibru în strategii slab 
(strict) dominante, atunci el are soluție prin dominare iterativă, care se obține 
pentru t=1 când se exclud toate strategiile dominate, şi echilibrul complex 
coincide cu echilibrul în strategii slab (strict) dominante. 


Reciproca propoziției 1 nu este adevărată. Există jocuri care au soluție 
prin dominare iterativă slabă sau strictă dar nu au echilibre în strategii 
dominante slab sau strict (cazul când t >1). Exemplele ce urmează ilustrează 
acest lucru. Ele mai ilustrează că noțiunea de echilibru ideal şi de echilibru 
complex sunt independente. 


Exemplul 5. Jocul de doi jucători, ale căror matrice de câştig sunt prezentate infra, 
nu are echilibru în strategii dominante slab sau strict, dar are soluție prin dominare strictă 
iterativă. Dacă se exclud iterativ strategiile dominate strict (în matrice sunt marcate 
elementele strategiilor dominate strict în fiecare iterație de excludere): 


2S 3 2] [2]. 
A” =| [i] Wisa = . . AEA ka <, 


3 4 2 E aă „că 
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X? ={1,2,3} => X ={1,3} > X ={3}; 


AEA [2] 3 


B’ =| 3 2 1] |='= . E ->B =l. r |, 
1, 5 is. ra 


XS ={1,2,3} > X, ={12}) > X ={2, 


în două iterații se determină echilibrul complex (3,2) cu câştigurile 4, 5. Acest echilibru 
coincide cu cel ideal. 


Exemplul 6. În jocul de doi jucători, ale căror matrice de câştig sunt prezentate mai 
jos, nu există echilibru în strategii dominante slab sau strict, dar există soluţie prin dominare 
slabă iterativă. Dacă se exclud iterativ strategiile dominate: 


2] b] b] bl 


Wd 2] ss i Sr 3.5 
JELI 5 5 sor 55 


l adoa a2 
Lal A 2 a] 


X? ={1,2,3,4} => X, ={3,4}, 


se obțin în două iterații patru echilibre complexe: (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), cu aceleaşi câştiguri 
ale jucătorilor: 3, 5. Aici echilibru ideal nu există. 


Exemplul 7. Datele unui joc bimatriceal care nu are soluţie prin dominare: 


2 1 5 3 
A, = „A,= f 
1 2 3 5 


Aici echilibrele ideale există: (1,1), (2,2). 


241 


Din exemple se observă că noţiunile de echilibru ideal şi echilibru prin 
dominare iterativă nu sunt legate. 


Remarca 4. Soluţionarea jocului prin dominare iterativă slabă sau 
strictă cere implicit ca jucătorii să cunoască integral forma normală, adică să 
cunoască toate mulțimile de strategii şi toate funcţiile de câştig. 


În cazul când mulțimile de strategii sunt finite, la determinarea 
mulțimii ND, de strategii nedominate poate fi utilizată şi următoarea variantă 


a algoritmului descris supra: 


ND=X;; 
e(y)=1, Vy e ND; 
for yeND: e(y)=1 do 
begin 
for z e ND do 


if 
f (yx) 2f, (zx) vx,eă, and 3x, eX, :f, (y, E PA (zx) 


then ND=ND\{z}; 


end; 
ND este mulțimea de strategii nedominate 
Dacă ND are doar un singur element, el este slab sau strict dominant 
Dacă ND este formată din elemente echivalente, ele sunt dominante 
Dacă ND este formată din elemente neechivalente, ele sunt incomparabile. 


8.2.4 Echilibrul Nash 
Vom numi x* = 5: = x, situaţie de echilibru în sensul Nash (individual, 
necooperatist), dacă pentru orice jucător i 
x x ë 
f, (x5) f, (x x.) =f, (x), Vx, €X, 
altfel spus x* este echilibru Nash, dacă şi numai dacă 


x x x 
f(x) =[ max f(a). max E (pa) max f, (ac) 


x EX] X ,EX, 
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x * x * x * — 
unde, nota bene, (ra =. XXX X | i=l,n. Aşadar, 


Ap Ap An Ăn 


echilibrul în sensul Nash cere ca fiecare dintre jucători să-şi aleagă strategia 
proprie ca cel mai bun răspuns la strategiile alese de ceilalți jucători. Vom 
nota prin NE mulțimea de echilibre Nash. 


Dacă notăm graficul aplicației Arg max f, (xXx. ) :X; >X, prin 


x; eX, 


Gr, = ltau)ex: xX,€cX,, X; =argmax Eu) 
y;eX; 


atunci NE = n Gr.. 
i=l 


Noţiunea de echilibru Nash este mai generală decât cele introduse mai 
sus în sensul că oricare dintre echilibrele deja studiate este şi echilibru Nash. 
Însă echilibrul Nash poate exista şi în cazuri când echilibrele de tipuri definite 
anterior nu există. 


Teorema 1. Echilibrul complex (prin dominare) este şi echilibru în 
sensul Nash. 


Demonstraţie. Dacă x" este echilibru complex, adică x° e X”? = xX? 
şi fi (x)=f; (x°), i=l,m, Yxe X”, atunci evident: 
AERA vx,eă;, 


i=1m 

fi (xx0,x9) f(x), vx, € X, \ X7, 
(în afara mulțimii X? rămân numai strategiile x, dominate de x? pe 
mulțimea de strategii X”, „păstrate” de ceilalți jucători). 


Astfel x? este maximul funcției f, (x,.x9) pe mulţimea X,, i=1,m, 


adică x" este echilibrul Nash. 


Propoziția 2. Strategiile Nash (corespunzătoare echilibrului Nash) pot 
fi dominate şi echilibrul Nash poate exista atunci când nu există echilibrul 
prin dominare (complex). 


Demonstraţie. Adevărul propoziției ni-l demonstrează jocul (Herve 
Moulin) de doi jucători cu matricele de câştig: 
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1,1 0,1 0,1 
0,0 1,0 0,1]. 
1,0 0,1 1,0 


Jocul nu posedă soluție prin dominare. Situația (1,1) este echilibru în sensul 
Nash, dar strategiile 1 ale ambilor jucători sunt dominate slab de strategiile 3. 
Şi exemplul 7 este concludent în acest sens. În el strategiile sunt 
incomparabile şi nu există echilibru în strategii dominante, dar există chiar 
două situații de echilibru Nash: (1,1) şi (2,2). 


Nu în fiecare joc echilibrul Nash există, dar, dacă există, atunci pot fi 
mai multe şi, de regulă, neechivalente. Nu există şi metode generale de 
determinare a echilibrelor Nash. Există doar clase de jocuri în care pot fi 
indicate anumite procedee de rezolvare. Astfel, în jocul cu funcții de câştig 
diferențiabile pe mulțimi de strategii compacte pentru a determina echilibrele 
Nash se rezolvă sistemul 

at, (x) =0, p= ln. 
Ox, 


LA 


Dacă soluţia (soluţiile) x* a acestui sistem este un punct al mulțimii de 


; E : ză E cl IN PRR . s 3 
situații X şi dacă toate funcțiile f(x) îşi realizează maximele globale 


x Í 3 E g í ; 
pe X, în x, , atunci x* şi este echilibru Nash. Dacă x* este un punct interior 


al mulțimii X sau dacă sistemul de ecuații nu are soluții, se mai cere şi o 
analiză suplimentară pentru frontiera mulțimii de situații X. 

La determinarea echilibrelor Nash în jocurile matriceale poate fi util 
următorul algoritm: 


Y=X: neexaminate; 
for x*e Y: neexaminat do 
begin 
k =0; 
for i=1,n do 
x x 
if x, e Arg max (xx) then 
x;eă,; 
begin 
k = 1; break 
end; 
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if k=0 then NE = NE U{x*}; 


x* — examinat, 
end; NE — mulţimea de echilibre Nash. 


Exemplul 5 (continuare). Echilibrul complex (3,2) cu câştigurile (4,5) este şi 
echilibru Nash: 


2 bj 3 2 3 1 


A=|i [| al, B=]3 2 a], 
3 Rl] 2 


deoarece a,, = 4 este maxim în coloana a doua a matricei A, iar b,, = 5 este maxim în linia 


a treia a matricei B. 


Faptul că echilibrele în strategii dominante sunt şi echilibre Nash poate 
fi util la rezolvarea jocurilor concrete. 


Exemplul 8. Sa examinăm jocul de doi jucători G în care mulțimile de strategii 
sunt: 


X= (iza ): x +x, =l, x, 20, x, 20}, 
Y 10»): yi +y, =1, y, 20, y, > 0}, 


iar funcțiile de câştig sunt biliniare (pentru strategia fixă a adversarului sunt liniare): 
fi (x,y) =x" Ay, f, (x,y)=x By, 


unde x,y eR, A, BeR”. Ținând cont de specificul mulțimilor de strategii, prin 
transformări evidente: x =x, x, =l-x, 12x20, 
yı =y, y, =1-y, 12 y20, 
vom trece la un joc G' echivalent cu G : xE [0,1], ye [0,1], 
fi (x, y) = (ay+a,)x+a,y+a, = [la -a )y+ (ap -a )(1-y)]x+a,y +a, 
f, (x y) =(Ax+ 2) y+ x+ P, = Bu -b2 )x+ (bn -bn )(1-x)] y Boat Ba 


unde: C du ta a a, = ap — d» 


Pi > bip ba tba ba Ba 5 bip — bas b; > ba — bo P, > ba: 


11 12? 
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La cercetarea jocului G ne vom baza pe G şi jocul matriceal G ‚p, corespunzător. 
Se analizează cazurile posibile în G, şi se determină mulţimea de echilibre Nash NE în 
jocul G’ (echilibrele în G se determină elementar dacă le cunoaştem pe cele din G’): 


1. Strategiile primului jucător, cât şi cele ale jucătorului doi sunt echivalente. Evident, 


NE = Lo, 1] - toate situaţiile sunt echilibre Nash. 


2. Ambii jucători au strategii slab dominante. În asemenea caz avem: 


| m , daca e dom. str. I, 


vy e [0,1], Argmax f, (x, y)= 
{0} , daca e dom. str. H, 


xe[0,1] 


{m} x [0, 1] , daca e dom. str. I, 
Gr = 
{0} x [0, 1] , daca e dom. str. II, 


| {1} , daca e dom. str. I, 


{0} , daca e dom. str. H, 


| [0, 1] xX m , daca e dom. str. I, 


[0, 1] x {0} , daca e dom. str. II, 


Vx e [0,1], Arg max f (x, y) z 


ye[0.1] 


5 
In concluzie: 


(1,1), daca (1, 1) ech. in str. domin. in G 


AB? 


(1,0), daca (1,0) ech. in str. domin. in G ‚g> 


NE = Gr Gr, = 
"i 2 (0, 1) , daca (0, 1) ech. in str. domin. in G 


AB? 


(0, 0), daca (0, 0) ech. in str. domin. in G g- 


3. Un jucător are strategie slab dominantă, iar celălalt nu. Dacă primul are asemenea 
strategie, atunci: 


(1,1), dacă str. I a juc. I e sl. dom. şi bi > bis 


(1, 0), dacă str. I a juc. I e sl. dom. şi bi < b> 


m x [0, 1], dacă str. I a juc. I e sl. dom. şi bu = bo» 
NE = 
(0, 1) , dacă str. Il a juc. I e sl. dom. şi b, > bi 


(0, 0) , dacă str. II a juc. I e sl. dom. şi bz < b» E 


{0} x [0, 1] , dacă str. II a juc. I e sl. dom. şi bzi = IER 


dacă al doilea are strategie slab dominantă, atunci: 
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(1, 1) , dacă str. I a juc. I e sl. dom. şi 4, > 4&4 
(0, 1) , dacă str. I a juc. I e sl. dom. şi 4, < 4, 


[0, 1] x m » dacă str. I a juc. II e sl. dom. şi 4, = d, 


NE = 
(1, 0) » dacă str. II a juc. I e sl. dom. şi 4}, > 4, 
(0, 0) , dacă str. II a juc. Ile sl. dom. ṣi 4, <a 

[0, 1] x {0} , dacă str. II a juc. I e sl. dom. şi 4}, = 4,3. 


4. Un jucător are strategii echivalente, iar celălalt nu. Atunci: 


Gr , daca str. juc. 2 sunt ech. (a, +0, £. = VA =0) 3 
NE = 
Gr, daca str. juc. 1 sunt ech. (4, z 0, a, =a, =0) g 


t[o-= |u o- aluo- i| daca œ, > 0, 


1 


r =[0,1] N4 {0} x A = pld- alum = |. waa, <o 


1 


undet 


x[0, [0,1], daca a, = 0, a, >0, 
xX [o, 1] š daca a, = 0, a, < 0, 


[o, nuj-£ „to daca f, > 0, 


Ba LA 
PB Ê, 
Gr,=[0,1] N - i ad Ah [oi nj-Ż. x $1}, daca B, < 0, 
Pi B 


[o, 1] x {fı} t, daca B, = 0, Ê, >0, 
[0,1]x{0}, daca 8, = 0, £, < 0, 


(dacă fie a, = 0, fie f, =0, ambii jucători ar avea strategii echivalente — cazul 1). 


5. Strategiile ambilor jucători în jocul matriceal sunt nedominate — fie că nu există echilibre 
Nash, fie că există exact două. Dacă nu există echilibre Nash în G „g, atunci în G’ avem 


t În exemplu, segmentele de tipul [0, -1] sau [12, 1] se consideră mulțimi vide. 
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NE = Gr, NGr,. Dacă există, atunci în G' pe lângă cele din G,ẹ se mai adaugă şi cele 


din NE = Gr N Gr,. Aici Gr, Gr, se definesc ca şi în cazul 2. 


Dacă toate elementele matricelor A şi B sunt diferite, atunci G are: 


e un singur echilibru Nash dacă în jocul matriceal G, cel puţin unul dintre jucători 


are strategie strict dominantă; 


e un singur echilibru Nash dacă jocul matriceal G, nu are echilibru Nash; 


e trei echilibre Nash dacă jocul matriceal G, are două echilibre Nash. 


-10 2 5 -2 : i 
Astfel pentru: A = „B= „ în jocul matriceal jucătorii nu au 
1 -l 1 1 


nici strategii dominante, nici echilibre Nash. Deoarece toate elementele matricelor sunt 
diferite, în G’ există un singur echilibru Nash: 


PS b; = ba -ba — -1-! -2 
Pi b +by — bio — boi 5+1-(-2)-(-1) 9 
Qz i — în 2-(-1) 1 

y= = = == 
a a; +a, aa 10+(-1)-2-1 4 


> ’ > 


a EI 27113 
Lui îi corespunde în G echilibrul Nash | —,—,—,— |. 


-10 2 5 -2 f | 
Pentru A = | B = , primul jucător are a doua strategie slab 
1 1 


dominantă. Rezultă că x= 0. Pentru al doilea jucător în asemenea caz sunt importante doar 


elementele liniei doi şi, deoarece ele sunt egale, orice punct (0, y), ye Lo, 1], este echilibru 


Nash în G’. În G orice punct (0, 1, y,1— y), ye Lo, 1], este echilibru Nash. 


Pentru jocuri continue pot fi formulate condiții care garantează 
existența echilibrului Nash. 


Vom numi jocul T = (N, {Xi hen f ff, an) convex dacă mulțimile 
Kis i=l,n, sunt convexe şi funcțiile fi (x)=f, (xx) sunt concave în 


raport cu variabila x, pe X,, i =1,n, când celelalte variabile X_, sunt fixate. 
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Teorema 2 (Nash). Dacă în jocul convex I mulțimile de strategii 
X 
jocul T posedă echilibru Nash. 


i=l,n, sunt compacte, funcțiile f, (x) sunt continue pe X, atunci 


i? 


Demonstraţie. Admitem la început că funcția f,(x,x.,) este strict 
concavă pe X, (pentru orice x, €X fixat), i = In. Atunci există un singur 
punct x, =x (x) (dependent de punctul fixat x_;), în care fi (xx) îşi 


atinge valoarea maximă pe X; : 


fi (xx) 2f (xxu) Yx% EX, i=l,n. 
Vom pune în corespondență fiecărei situații xeX situația unică 
X= x(x) = (x, (xa) X (x), wN. (x, )), definind astfel aplicația 
A:X >X, A(x)=¥(x). 
Să demonstrăm că această aplicație este continuă pe X, adică 
x“ x" implică Xx“ =x(x*)— x =x(x) — pentru un şir convergent 
x* — x" şirul de imagini converge către imaginea limitei. Întrucât X este 


compact, orice şir din X conţine cel puţin un subşir convergent către un 
element din X, adică pentru orice şir există puncte limită din X. Trecând la 


subşir, putem considera X“ —>x*, x*e X, şi întrucât 


Haene h pe Xp RD (ia) 


în limită, când k —>œ obţinem: 


(ae, > lat), Vx, eX, (i=1.n). 


Având unicitatea maximului funcției strict concave, conchidem că 


x — 
X; =x (x 


; A i=1,n, deci x*=X° şi X“ > X’. 

Aplicația A(x) posedă punct fix, care şi este echilibru Nash. 
Într-adevăr, considerând x! arbitrar din X vom construi şirul 
xl =x(x*), k =1,2,..., din compactul X. Acest şir are puncte limită şi 


fie x*eX un asemenea punct. Să demonstrăm că el este echilibru Nash. 
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Considerând că x“ —> x* din modul de construire a șirului şi din continuitatea 
aplicaţiei A(x), când k —>œ obţinem x*= X(x*), adică 


e > (a), Vx, eX, (i=1,n). 


Prin urmare, x* este echilibru Nash şi am demonstrat justețea afirmației 
pentru fi (xX) i =1,n, strict concave pe X,. 


Fie în sfârşit fi (xx) concave în raport cu x, dar nu numaidecât 


strict. Funcția fë (x) =f; (x; x )- ell 


x, e>0, (i = ln) este concavă strict 


pe X, în raport cu x, Jocul strategic cu aceleaşi mulțimi de strategii 


X,, i=1,n, şi cu funcţiile de câştig E) =f (xa) -E e (edi) 
are echilibru Nash X“ € X, (k =1,2,...): 
IN — Ia z la 
f (7) | >, (a )- [x] „ Vx EX.. 


Şirul (x cX are puncte de limită. Putem considera că X" >x*eX. 


Din inegalitatea de mai sus, când k — œ, obţinem 


E [ax [a Vx, eX, (i=1,n). 


Corolar. Posedă echilibre Nash jocul strategic în care mulțimile de 
strategii sunt simplexe unitare: 


X, =fx' eR": xit t.i =l, xi 20, x a0, n, x >0}, i=l,n, 


m, eN*, i= In, iar funcțiile de câştig sunt: 


— 1! 32, n 
f; (x) = > e. Qiii, Xi Xi eA ă 


unde a, ER, i =lm, în =lmoou i, =1,m,. 
O analiză riguroasă a noţiunii de echilibru în sensul Nash ne sugerează 
ideea că, în principiu, fiecare jucător poate cunoaşte doar propriile mulţime de 


strategii şi funcție de câştig şi, totodată, strategiile alese de ceilalți jucători. 
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Strategia proprie pentru fiecare jucător este cel mai bun răspuns la strategiile 
celorlalţi jucători. In rest se impun două interpretări: 


1. Fie că se presupune o careva comunicare şi cooperare a jucătorilor 
pentru a stabili situaţia iniţială de echilibru în sensul Nash. 


2. Fie că echilibrul este deja stabilit şi fiecare jucător urmăreşte reacţiile 
celorlalți jucători: atâta timp cât ceilalți nu-şi schimbă strategiile, el nu 
are motiv să-şi schimbe strategia proprie. 


Prin urmare, analiza noţiunii de echilibru în sensul Nash doar în cadrul 
jocurilor necooperatiste nu-i completă, deoarece chiar din definiție se 
presupune o cooperare a jucătorilor fie pentru stabilirea situaţiei inițiale, fie 
pentru urmărirea reacţiilor reciproce în cazul când echilibrul Nash este deja 
stabilit. Aşadar, noţiunea se situează la frontiera dintre jocurile necooperatiste 
şi cele cooperatiste, purtând „amprentele” principiilor de optimalitate din 
ambele tipuri de jocuri. 

În noţiunea de echilibru Nash se întrevede şi un anumit dinamism — 
desfăşurarea jocului în două etape. Astfel: 


1. În conformitate cu prima interpretare se presupune mai întâi 
cooperarea pentru „declararea” strategiilor (prima etapă), apoi 
alegerea propriu-zisă a strategiilor (a doua etapă), care nu coincid 
numaidecât cu cele declarate; 


2. În conformitate cu cea de-a doua interpretare se presupune că 
echilibrul Nash este deja stabilit şi jucătorii urmăresc acţiunile 
reciproce (în prima etapă); cum numai au loc schimbări nefavorabile în 
strategiile celorlalţi, jucătorul poate sau chiar trebuie să-şi schimbe 
propria strategie (a doua etapă). 


8.2.5 Echilibrul tare 


Situaţia x* este echilibru tare în sens Pareto dacă nu există o coaliție de 
jucători pentru care ar fi convenabil să devieze de la x* dacă o altă coaliţie nu 
reacţionează la schimbare, adică VT c N, Vy e X, nu se îndeplineşte: 


x 
VieT, f, (yt) >f; (x*), 


* 
JjeT: [ext > re) 
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Dacă T=N, obţinem definiția de optimalitate în sensul Pareto, dacă 


T= fi) „ieN, obținem definiția echilibrului în sensul Nash. 


8.3 Principiul maximin - principiu al câştigului garantat 
Dacă jucătorul i nu posedă informație despre strategiile adoptate de restul 
jucătorilor, el poate admite ipoteza prudentă că oricărei strategii x, eX, 


ceilalţi jucători îi pot asocia cea mai nefavorabilă pentru el strategie y € X|, 

fiind definită funcţia g;(x,) = min f, (x;,X_) — câştigul minim dacă adoptă 
i . S A a x 

strategia x;. În asemenea caz jucătorul i va adopta o strategie x, care 


. . H . . . * . 
maximizează valoarea funcției g, (x). Strategia x, eX, se numeşte strategie 


maximin (prudentă, pesimistă, conservativă) a jucătorului i dacă 


v, = gp, (x; = max p, (x,)= max min f, (xX). 


x;EX; xeX, x;EX i 


Vom nota prin M, mulțimea de strategii maximin ale jucătorului i. 
Prin definiția sa v, este câştigul garantat al jucătorului i oricare ar fi 


d fr ia d et e dă i ; a a E EES NE 
acțiunile celorlalți jucători, iar strategia maximin X, îi asigură acest câştig: 
* . * * 
v =Q; (x )=- inf (> yes, o Vx; EX.. 
yeă_; 


Situaţia Fe = (o aaa) formată din strategii maximin o vom numi 


situație maximin. Mulțimea de situaţii maximin o vom nota prin M. 
Chiar din definiția strategiei maximin reiese că ea nu poate fi dominată 
strict. Pe de altă parte, strategia maximin poate fi dominată slab doar numai de 


o altă strategie maximin X,. Într-adevăr, dacă f,(x,,y)2f, (x x, ; 
Vy eX, atunci 
x x x 
(X.,)=mi (X. =f. (X.,y) 2f |x, > mi [X, = 0.|X. 
p (X;) E fi (3y) f (87) >f (x,y) > min t(x y) p(x; ) 


; = * SETE : e te 
deci o, (3, ) = 0, (x ) =v, adică şi X, este strategie maximin. 
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Exemplul 9. Pentru jucătorii cu matricele de cost: 


Did 2 3 5 1 
A=|3 2 2], B=|4 3 2j, 
1 2 1 4 5 1 


M, = {1, pia M, = 1, i v =2, v, =3. În M, ambele strategii sunt nedominate. În M, 


strategia a doua o domină slab pe prima şi cea dominată nu e convenabilă nici chiar pentru 
jucătorul 1 prudent — cu strategia 2 în unele situații el poate obține mai mult. 


Exemplul ne ilustrează, totodată, că în jocul finit mulțimea de strategii 
maximin nu este formată din elemente echivalente, iar printre strategiile 
maximin există cel puțin una nedominată. 

Există strategii nedominate care nu sunt strategii maximin: 


Exemplul 10. În matricea de cost: 


2 2 
A= i 
1 10 
prima linie este o strategie maximin nedominată, a doua linie — o strategie care nu-i dominată 
şi nu-i maximin. 


Nemijlocit din definiţii şi lema 3 rezultă 


Propoziția 3. Un joc finit admite situații maximin: M, +Ø şi 
M, OND, +Ø, i=l,n. 


Teorema 3. Fie X,,..., X, compacte, f, (x), i=1,n, continue. Atunci 
jucătorii posedă strategii maximin — M, + O; mulțimea M, este compactă şi 
M, OND, +Ø, i=l,n. 


Demonstraţie. În baza teoremei Weierstrass şi a lemei 1 tragem 
concluzia că M, +Ø, ND, + Ø. 


Deoarece funcția f, (x) este continuă, iar X,,..., X, sunt compacte, 


mulțimea de strategii maximin M, este compactă. Examinând jocul cu 
mulțimile de strategii 
Xo X; MĂ X 


i? iH? An 
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în baza lemei 1 conchidem că în M, cel puţin una dintre strategiile 


maximin x; este nedominată. Reieşind din definiție, x; nu poate fi dominată 
şi de strategiile din X, 1M,. 


Evident (vi VaV, ) SË (x*), adică câştigurile garantate nu 


formează, în general, în spațiul criteriilor un punct eficient (optim în sensul 
Pareto) şi de aceea unii dintre jucători pot realiza în x* un câştig mai mare 
decât cel garantat. 


Vom numi IĮ joc neesențial dacă (Vi Vas Vn) formează un punct 
eficient în spațiul criteriilor. 
Teorema 4. Fie: T joc neesențial, x; — strategie maximin a 
jucătorului i şi x* situație maximin. Atunci: 
* 
1. fi (x*)=v, <f; (x; y), vieN, vyeX.; 
2. x* — eficient (x* eef X); 


3. x* — echilibru tare (în particular şi echilibru Nash), adică 
VTeN, Vy €X, nu se îndeplinesc concomitent condiţiile: 


x 
VieT, f, (x*)< f; (xx), 

x 
JjeT: f(e) <s (yx). 


Remarca 5. În general, cu excepția jocului neesențial, situația 
maximin nu posedă proprietatea echilibrelor că jucătorilor nu li-i convenabil 
să-şi schimbe strategiile de echilibru dacă ceilalți şi le păstrează pe ale lor: 
jucătorul i poate avea o altă strategie x! încât să-i fie convenabil să o aplice 


în locul celei maximin când restul jucătorilor aplică strategiile maximin, 
x 
adică f, (xi) f, (x*). Acesta este şi motivul principal din care principiul 


maximin nu se încadrează în noţiunile de echilibru. Totodată, la fel ca şi 
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pentru echilibre (vezi dilema deținutului) e posibil ca jucătorii să poată găsi 
împreună o situaţie x', încât f(x) > f(x). 


Remarca 6. Pentru soluţionarea jocului în strategii maximin se cere 
ca fiecare jucător să cunoască mulțimile de strategii ale tuturor jucătorilor şi 
funcţia proprie de câştig. Implicit, chiar din conţinutul principiului maximin 
fiecare dintre jucători presupune şi aşteaptă o atitudine nefavorabilă din 
partea celorlalți jucători. 


8.4 Principiul nucleului 

În cazul când cooperarea jucătorilor este posibilă apare contradicţie între 
stabilitatea situației, exprimată în formă de echilibru, şi utilitatea ei — toţi 
Jucătorii tind spre câştiguri mai mari. Dacă jocul este esenţial, adică situația 
maximin nu este echilibru tare, atunci prin conlucrare jucătorii pot obţine mai 
mult decât acţionând individual. 

Alegând în comun strategiile lor, ei pot avea în calitate de vector- 
câştig orice ucU=f(X) (dacă ei folosesc strategiile mixte — repartiţii 
probabilistice pe X, atunci U =conv f (X)). 

Mulțimea U se numeşte mulțime de rezultate posibile. Ea este 
compactă dacă X este mulțime compactă şi f (x) este continuă pe X. Apare 
problema determinării unui vector-câştig din U acceptabil pentru toți 
jucătorii. Dacă jucătorii nu ajung la un acord, fiecare va rămâne la câştigul său 
individual — se va realiza situaţia maximin. 

Evident, vectorul-câştig ales (situaţia aleasă) cu acordul tuturor va avea 
sensul unui compromis „drept”, „echitabil” (principiul de optimalitate) aşa 
cum înţeleg, cum interpretează jucătorii această noţiune. Această soluţie se 


mai numeşte arbitrată — o poate alege un arbitru neutru conform principiului 
de optimalitate formulat de jucători. 


Se spune că situaţia x este evitată de jucătorul i dacă fi (x) <v, şi este 
evitată de toţi jucătorii dacă ea este dominată strict (nu este punct slab eficient, 
optim în sensul Slater), adică 3x'e X: f (x) >f (x). 

Se numeşte nucleu (core) al jocului mulțimea de situații care nu sunt 


evitate atât individual, cât şi colectiv, adică se numeşte nucleu al jocului 
submulțimea din X formată din acele puncte slab eficiente, pentru care 


f(x) 2v (v =(v,; V3,- V,) — câştigurile garantate). 
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Soluţia selectată din nucleu depinde de principiul de optimalitate ales 
de jucători. Există mai multe principii utilizate pe larg. 

Conform principiului formulat de Nash (primul de acest gen), pentru 
soluţie, rezultatul f(x) va reprezenta un punct Pareto al mulţimii U =f (X), 
va verifica condiţiile de raționalitate individuală, adică f; (x) 2v, i=l,n, şi 


va fi „simetric” („anonim”) în raport cu toți jucătorii în sensul că toți jucătorii 
au drepturi egale. Această soluție, numită soluție arbitrată Nash, se determină 
rezolvând (pentru rezultat) problema: 


®(u)= | [ (u; -v;)—> max, ucU, uv, 


i 
i=l,n 


sau echivalent, determinând nemijlocit situaţia x* ca soluţie a problemei: 


F(x)= [[(£ (x)-v,)—> max, xeX, f(x)>v 


i=l,n 


(F(x) este strict crescătoare în raport cu relaţia de preferinţă în problema de 
maximizare în raport cu criteriile f, (x) SE (x) RAR (x) ). 


Pentru a selecta din nucleu o situație convenabilă tuturor jucătorilor, 
poate fi aplicat următorul procedeu (metoda punctului ideal). Se consideră 
pierderile relative ale jucătorilor: 


x 
f —f (x — 
== | al ii 3 
f, —v, 


d, (x) 


şi se rezolvă problema multicriterială: 


d(x)=(d,(x).d,(»)... d (x)) > min, xex, f(x)>v. 


Soluţia problemei monocriteriale: 
max (d, (=),d(x),...d, (x)) — min, xeX, f(x)>v, 
exprimă principiul Raiffa când jucătorii „il susțin” pe cel mai „obijduit” în 
situaţia x, pierderea relativă a căruia d,(x) este maximală. 
Principiul proporționalităţii prevede ca toate pierderile relative în 
punctul ales să fie egale: d, (x) =k, i=l,n, şi minimul x* se alege ca soluţie 


a problemei: 
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F(x,k)=k > min, d;(x)=k, xEX, f(x)2v. 


8.5 Extinderea mixtă a jocului 
În cazul când jocul r =(N, {Xiha (E (a)n) nu posedă situații de 


echilibru, nu pot fi date recomandări raționale jucătorilor referitor la deciziile 
lor într-o partidă aparte. 

Dacă jocul se repetă de mai multe ori, orice regulă deterministă 
adoptată de un jucător pentru a alege strategiile sale, la repetarea partidelor ar 
putea fi observată sau calculată de ceilalți jucători şi aceştia vor riposta 
corespunzător (spre exemplu în jocul cu sumă nulă). Aici unicul mod rațional 
de acțiune pentru un jucător este ca el să-şi aleagă aleatoriu strategia sa în 
fiecare partidă — aşa ceva nu este interzis de regulile jocului T. Cu alte 
cuvinte, jucătorul poate fixa o repartiție probabilistică pe mulțimea sa de 
strategii, iar apoi să acorde (cedeze, încredințeze) realizarea strategiei sale în 
partide concrete unui mecanism aleatoriu. Un asemenea comportament nu-i va 
garanta un câştig bun într-o partidă aparte, dar îi poate asigura la repetarea 
multiplă a jocului un câştig mediu cât mai mare, dacă repartiția probabilistică 
este aleasă respectiv. Alegerea strategiei conform unei legi de repartiție 
a priori date este în esență un plan de comportare a jucătorului şi în acest sens 
reprezintă o strategie a lui. Astfel de strategii se numesc mixte spre deosebire 
de strategiile x, eX, numite strategii pure. Chiar dacă alți jucători cunosc 


strategia mixtă a jucătorului i, aceasta nu le oferă nici un avantaj — realizarea 
concretă a strategiei jucătorului i în partidă nu o ştie nimeni a priori. 

Vom numi strategie mixtă a jucătorului i o repartiție probabilistică pe 
mulțimea X, de strategii pure. 

Mulțimea de strategii mixte ale jucătorului i se notează X, şi ea se 
include mulţimea strategiilor pure X,. Altfel spus, pentru fiecare x, din X, va 
exista o repartiție corespunzătoare X; pe X; conform căreia probabilitatea 
realizării strategiei pure x, este 1. 


Ideea mixării strategiilor pure este uşor de realizat când e vorba de 
„tactica” jucătorilor — determinarea comportamentului lor în partide repetate. 
Situaţia diferă în probleme cu caracter „fehnic”, în care soluția mixtă se 
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realizează printr-o mixtură fizică de soluţii constructive sau tehnologice pure 
în „proporțiile” indicate de strategiile mixte. 
Astfel definită, mulţimea strategiilor mixte X, este convexă: 


combinaţia convexă a două repartiţii probabilistice pe X, este o repartiție 
probabilistică pe X; (i = ln). 

Dacă fiecare jucător alege o strategie mixtă į, se generează o situaţie 
în strategii mixte X = (ee Siza Š, ), iar media câştigului jucătorului i: 


f (3)=E (š ;)=Mf (š), i=Ln, 
este o funcție liniară în raport cu repartiția X; când celelalte repartiții X; sunt 
fixe. 
Jocul Ť=(N, Rie TER, în care Ñ, este mulțimea de 
strategii mixte ale jucătorului i, iar f (3) este media câştigului lui, se 
numeşte extindere mixtă a jocului T. Din cele expuse conchidem că jocul 


extins I' este convex, chiar dacă I nu este convex. Prin urmare, e posibil ca 
jocul extins să admită echilibru Nash şi în cazuri când jocul inițial nu-l admite. 


8.5.1 Extinderea mixtă a jocului finit 
Fie T = (N, (Xora La an) un joc finit. Strategiile pure ale jucătorului 
i pot fi numerotate — X, = E E k Câştigul jucătorului i în jocul cu 


strategii pure este dat prin masivul cu n dimensiuni: 


Ai = E =f (xi Xe pen X” J 
— —1: ` PERETI . 
hlz- ; i 2 dă L=lm, h=1,m, ... la =lm 


dal, 


Să observăm că mulţimea de strategii pure ale jucătorului i mai poate fi dată 
şi sub forma unui set de m, vectori unitari de dimensiunea m, : 


X, =1(1,0,0,....0); (0,1,0,...,0); (0,0,1,0,...,0);...; (0,0;....0,1)+, 
—— N, — —— A — PI 


e! e e3 ei 
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în care fiecare vector conţine unitatea în poziția ce coincide cu numărul de 
ordine al strategiei pure corespunzătoare. 

În extinderea mixtă a jocului fiecare jucător i are mulţimea de 
strategii: 


Š, = x eR”: xi +x hat =], x 20, pelh 


numită simplex unitar din spațiul de dimensiunea finită m, = x]. În forma a 
doua de scriere a mulțimii de strategii pure, strategia pură reprezintă doar un 
caz particular al strategiei mixte, deoarece X, c X,. De aceea Š, se numeşte 
extindere mixtă a mulțimii X, de strategii pure. 


Întrucât jucătorii iau decizii independent unul de altul, probabilitatea 
realizării unei situații este egală cu produsul probabilității realizării strategiilor 
pure care o formează. Câştigul jucătorului poate fi interpretat ca o mărime 


aleatorie cu media: 
£ 23 i bain 2 sal 
f. (x)= A A l > Ayp p XXS X, 


h=1,m L=l1,m, plm 
care este o funcție poliliniară. 
Jocul I = (N, (X RE (i (x)} a se numeşte extindere mixtă a 
ie. le 


jocului finit T. 
Teorema ce urmează este doar o consecinţă a teoremei lui Nash — o 
interpretare a corolarului ei. 


Teorema 1. Orice joc finit posedă echilibru Nash în strategii mixte. 


Revenind la jocul din exemplul 8, vom observa că el reprezintă o 
extindere mixtă a jocului diadic, în care ambii Jucători au câte două strategii 
pure. 


8.5.2 Extinderea mixtă a jocului continuu pe compacte 
Dacă r=(N, X hris (£ (00) în care mulțimile X,i=ln, de 


1? 
strategii pure ale jucătorilor sunt compacte finit dimensionale, iar funcțiile 
f, (x), i=l,n, sunt continue pe X= x X., nu este convex, el poate să nu 


i=l A 


admită echilibre Nash. 
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Totalitatea de repartiţii probabilistice (măsuri probabilistice) pe 
mulţimea de strategii pure X, se numeşte mulțime de strategii mixte ale 


jucătorului i, notată Ñ., i=l,n. Mulțimea de strategii pure X, se include 
în X,, adică pentru fiecare x, din X, există o repartiție conform căreia 
măsura probabilistică a elementului x, este egală cu 1. 

Dacă fiecare dintre jucători aplică o strategie mixtă X, se formează 
situația în strategii mixte X = (e AI ag) iar media câştigului jucătorului i 
va fi: 

PEE (3 în) | E (aaa ad i) das ad n) 
X 
unde X= x X, este mulțimea de situații în strategii pure, iar ă, = 4, (x, ) sunt 
i=l,n 
repartiţii probabilistice pe X;, i=l,n. 

Pentru jocul convex Î = (N, (X) E ff, (3) ) — extindere mixtă a 

ieN ieN 


jocului T, este justă următoarea teoremă, demonstraţia căreia o omitem. 


Teorema 2. Dacă în jocul C=(N, X) EPOa) mulțimile 
X,, i=l,n, sunt compacte, funcțiile fi (x), i=l,n, sunt continue pe X, 
atunci extinderea lui mixtă Î posedă echilibru Nash (se spune că jocul T 


posedă echilibru Nash în strategii mixte). 


8.6 Jocuri antagoniste 
Vom examina jocul antagonist de doi jucători 
r= (X, Y, f(x,y), -f (x,y)) 
sau prescurtat 
r=(X, Y, f(xy)). 
Ambii jucători sunt raționali, cunosc forma normală a jocului şi sunt la fel de 
abili. Ei aleg concomitent şi independent strategiile lor xeX, yeY. Se 


formează situația (x,y) eXxY. Primul jucător obţine câştigul f (x.y), iar al 
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doilea pierde f (x,y) — câştigul unuia este pierderea celuilalt. Noţiunile de 


câştig şi pierdere sunt convenţionale — mărimea f (x, y) poate fi negativă. 
Fiecare dintre jucători tinde să obțină un câştig cât mai mare sau să 
piardă cât mai puțin, adică fiecare dintre ei tinde să-şi aleagă strategia sa aşa 
încât să-şi garanteze un câştig cât mai mare în condiţii de nedeterminare — el 
nu ştie ce strategie va adopta celălalt jucător. Faptul că celălalt jucător este 


A 


adversar „lichidează” întrucâtva din această incertitudine — jucătorul consideră 
că adversarul va proceda în modul cel mai nefavorabil pentru el. 


8.6.1 Strategii conservative 
Dacă primul jucător alege strategia x e X, jucătorul doi nu este limitat în nici 
un fel în alegerea sa şi poate adopta orice strategie, inclusiv şi acea care-i 
asigură pierderea minimă: 

a(x) = min f (x,y), 
fiind cea mai nefavorabilă pentru primul jucător — câştigul primului jucător 
este minim. Prin urmare, e rațional ca primul jucător să aleagă strategia 
x’ € X pentru care acest câştig minim să fie maxim: 


0 CZ = 
a(x )= max a(x) = max min f (x,y) =v. 


Mărimea v, se numeşte valoare inferioară a jocului T şi reprezintă câştigul 
garantat al primului jucător — cum nu ar proceda al doilea jucător, el nu poate 
încurca primului să câştige cel puţin v,, dacă acesta aplică strategia x" eX: 
= min f (x,y) st (x.y), vyeY. (1) 
Strategia x" eX corespunzătoare acestei valori v, se numeşte strategie 
maximin (conservativă, de garanţie) a primului jucător. Vom nota prin X, 
mulțimea de strategii maximin ale primului jucător (asigură primului jucător 
câştigul v, indiferent de acţiunile adversarului). Principiul descris şi este 
principiul maximin în jocul antagonist. 
In mod analogic pentru jucătorul doi definim 


p(y)=maxf (x,y), 
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ply’) £ min A (y) = min max f (x,y) = V,. 


yeY xeX 


Mărimea v, se numeşte valoarea superioară a jocului I şi reprezintă 
pierderea limită a jucătorului doi — cum nu ar proceda primul, el nu poate să 
facă ca jucătorul doi să piardă mai mult decât v, când acesta aplică strategia 


minimax y’ eY: 
v =maxf(x,y°)>f(x,y°), VxeX. (2) 


Vom nota prin Y, mulţimea de strategii minimax ale jucătorului doi (asigură 
jucătorului doi o pierdere nu mai mare decât v, ). 
Luând în relaţiile (1) — (2) x=x° €X, y=y° €Y, obţinem: 


v, <t(x,y)<, (3) 
adică e adevărată inegalitatea: 


v Sv. (4) 


Teorema 1. Dacă v =v,, iar X'eX, “eY, sunt strategii 
1 2 g 


conservative ale jucătorilor, atunci 
f(xy") <f (x°, y°)<f(x°.y), vxeX, vyeY, (5) 


3 ` - -e 0 0 x SI 
şi viceversa: dacă pentru careva strategii x €X, y eY, se verifică (5), 


. 0 0 e. . . 0 0 
atunci X , y , sunt strategii conservative şi v =V, =f(x y ). 


Demonstraţie. Dacă v, =v,, atunci din (3), (1), (2), rezultă imediat (5). 


Invers. Fie x° € X, y’ e Y, verifică (5), adică putem scrie: 


v, = min max f (x,y) < max £ (x, y°) < f(x°,y°) < 


< minf (x° ) < max min f (x <v.. 
yeY Y xeX yeY ( y) i 


Întrucât v, S v,, toate inegalitățile aici sunt egalități. 
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Dacă v =v,, se spune că jocul antagonist TI are soluție 
(conservativă). Mărimea v=v, =v, se numeşte valoarea jocului, strategiile 
conservative (maximin şi minimax) — strategii optime. Situaţia (x°, y°) 
pentru care se verifică (5) se numeşte punct şa al funcției f(x,y) pe 


mulțimea XxY. Se verifică elementar că punctul şa într-un joc antagonist 
este şi situație de echilibru în sensul Nash, adică pentru un jucător nu este 
convenabil să abandoneze strategia de echilibru în timp ce celălalt o aplică pe 
a sa. În acest sens situaţia de echilibru (dacă există) în jocul antagonist este 
stabilă. Aşadar, în jocul antagonist principiul maximin şi principiul de 
echilibru Nash coincid (în jocurile neantagoniste aceste principii conduc, în 
general, la diferite rezultate). 

Pentru jocul antagonist situaţia de echilibru Nash există dacă şi numai 
dacă există mărimile v, v, şi ele coincid. În acest caz toate situaţiile de 


echilibru sunt echivalente: 


£ (x,y) =y, v(x°,y°) eX, xY, 


0» 


iar totalitatea lor este X, x Y,. Teorema Nash indică că convexitatea jocului 
asigură existența echilibrului în strategii pure pentru jocuri continue pe 
compacte. Jocul antagonist finit şi cel continuu pe compacte posedă echilibru 
în strategii mixte (teoremele 1 şi 2 din paragraful 8.5). 
8.6.2 Jocul antagonist finit — joc matriceal 
Dacă în jocul antagonist T = (X, Y, f (x.y)) mulțimile de strategii sunt 


finite, jocul se numeşte finit. În acest caz strategiile jucătorilor pot fi 
numerotate şi identificate cu numărul lor de ordine, deci, putem considera 


X={1,2,.. m}, VP A Datu 


unde m şi n sunt numerele de strategii ale jucătorilor, numite şi strategii pure. 
Alegând careva strategii ie X, je Y, jucătorii generează o anumită situație 


în care primul jucător obţine câştigul f (i, j) iar al doilea pierde f (i, j). 
Valorile funcției de câştig pot fi reprezentate sub formă de matrice A(mxn) 


cu elementele a, =f (i, j ). Prin urmare, orice joc antagonist finit este descris 


totalmente de matricea câştigurilor (costurilor): 
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4 ij Ain 
A(mxn)=|a, = a; = an 
apn o Ap Ai Ayn 


In această terminologie jocul antagonist finit se numeşte matriceal şi se 
notează I',. Alegerea strategiei pure i de către primul jucător înseamnă 


alegerea liniei i a matricei A(mxn), iar alegerea strategiei j de către jucătorul 
doi — alegerea coloanei j a matricei A(mx n). Câştigul primului jucător 


(pierderea jucătorului doi) în acest caz este a, — elementul matricei A(mxn) 


situat la intersecţia liniei i şi a coloanei j. 

Repetăm pentru T, raţionamentul din subparagraful precedent, valabil 
pentru orice joc antagonist, inclusiv şi pentru cel matriceal. 

Dacă primul jucător alege linia i, în cea mai nefavorabilă situaţie el va 
obține câştigul 


a, = mina, 


şi va tinde să aleagă aşa o strategie i, încât a, să fie maximal: 


a, = max, = max mina, = v}. 
i : J 


, =v 70. 


L 


Evident, X, = fi : 4a 


Aşadar, câştigul garantat al primului jucător (valoarea inferioară a 
jocului T) este v,, iar strategia care îl garantează este strategia maximin 


(conservativă) i, eX: 


z 1 ay ' 
=d, pia j=l1,n. (1) 


Pentru jucătorul doi: 
P; =maxa;, 


f, = min p= min max a; =v,, 


Y, =( n: A a 
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şi v, este pierderea limită a jucătorului doi, ceea ce înseamnă că strategia 
minimax j îi garantează lui că el nu va pierde mai mult decât v, : 


=>  — Li 
v,=maxa, Za  i=l,m. (2') 


Atribuind j= j, î=i, în (1), (2'), obţinem: 


v <a, SVr (3) 


Dacă v, =v,, se spune că jocul matriceal I', are soluție în strategii 


pure, v=v, =v, =4,, se numeşte valoarea jocului T}, iar strategiile i, eX, 


io jo 


jo € Y,, se numesc strategii pure optime ale jucătorilor. 


0? 


Teorema 1'. Jocul matriceal T, are soluție cu valoarea v =v =v,, 


iar i, jẹ, Sunt strategii optime ale jucătorilor, atunci şi numai atunci când: 


a, <a i=l,m, j=l,n, (5') 


y Sy 
ijo iojo 7 agi? 


adică, când a, este element maximal în coloana j, şi minimal în linia i, (în 


acest caz a, se numeşte punct şa al matricei A ). 


Punctele şa se determină conform următorului procedeu: 


1) pentru fiecare linie i se calculează a, = min aj, i=lm, şi se determină 
T 


v= max, X, ={i:@, =v}; 
Li 
2) pentru fiecare coloană j se calculează f, =maxa,, j=ln, şi se 
Li 
determină v, = min f;, Y, = ji Ê; zah 


3) dacă v, =v,, atunci v =v, =v, este valoarea jocului T, iar elementele 


mulțimii X, x Y, sunt puncte şa (situații de echilibru în sensul Nash). 


Exemplul 1. Aplicând principiul maximin în jocul antagonist cu matricea de cost: 


| —3 A 
A=|1 5 4 0j, 
De 3e 2 2 
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obţinem: 


1 -3 -2 1 a, =-3 
1 5 4 0 a, =0 
2 3 

ß=2 | A4 =5 


Deoarece v, =v, = 2, valoarea jocului T, este v=2. Situaţii de echilibru în strategii pure 


sunt (3,1) şi (3,4). De remarcat că în situația (3,3) câştigul este a}, = 2 =v, dar (3,3) nu este 


situație de echilibru. 


Existența punctului şa în matricea A simplifică luarea deciziilor de 
către jucători: 
1) ei aplică strategiile lor conservative ori de câte ori se repetă jocul T} — 
orice alt comportament este neconvenabil (vezi (5')); 


2) jocul devine insensibil la faptul că jucătorii ştiu strategiile conservative 
alese de adversari. 


Remarcă. In jocul matriceal e posibil ca v, <v,, ceea ce înseamnă că 


nu orice joc matriceal are soluţie în strategii pure. În asemenea caz fiecare 
jucător ar putea obține un rezultat mai bun decât cel conservativ, dar numai 
în cazul când el ştie ce strategie a ales adversarul şi reuşeşte să ascundă de 
adversar strategia aleasă. Exemplul ce urmează ilustrează acest lucru. 


Exemplul 2. Aplicând principiul maximin în jocul antagonist cu matricea de cost: 
-10 40 
A= ; 
50 -20 
avem v, = —10, v, =40. Dacă jucătorii aleg strategiile conservative, se va forma o situație 


(i> ja) în care a; e[v.v,]=[-10,40] (câştigul garantat al primului jucător este 


extremitatea inferioară, iar pierderea limită a jucătorului doi este extremitatea superioară). 
Evident, în cazul când un jucător ştie strategia aleasă de adversar, el va alege o strategie care 
va fi mai bună decât cea conservativă. Într-un asemenea joc nu poate fi dată o recomandare 
raţională jucătorilor, deoarece adversarul ar putea repeta raţionamentul. 
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8.6.3 Extinderea mixtă a jocului matriceal 


Presupunem că matricea jocului nu posedă punct şa, iar jocul I, se repetă de 
mai multe ori. Atunci pe jucători îi poate interesa câştigul mediu în toate 
partidele jucate. La repetarea multiplă a jocului orice regulă deterministă 
adoptată de primul jucător ar fi observată sau calculată de adversar — nici o 
regulă deterministă nu poate fi „ascunsă” de un adversar rațional. Unicul mod 
de a acţiona imprevizibil pentru adversar este ca primul jucător să-şi aleagă 
strategia sa aleatoriu: el fixează o repartiție probabilistică pe mulțimea sa de 
strategii pure f, 2,.. m}, iar realizarea strategiei sale în partide concrete o 
face un mecanism aleatoriu conform repartiției probabilistice adoptate. 
Procedând astfel, primul jucător nu-şi va garanta un câştig bun într-o partidă 
solitară, dar la repetarea multiplă a jocului îşi poate asigura un câştig mediu 
cât mai mare, dacă repartiţia probabilistică este aleasă corespunzător. 
Adoptarea strategiei pure într-o partidă dată conform unei legi de repartiție 
date a priori nu este interzisă de regulile jocului, este un plan de comportare a 
jucătorului şi în acest sens este o strategie a lui. 

O repartiție probabilistică pe mulțimea de strategii pure a unui jucător 
se numeşte strategie mixtă a lui. 


Astfel, strategia mixtă a jucătorului întâi este o aplicare în partide 
separate a strategiilor lui pure 11,2. m) cu probabilitățile x, x,,...,X 


m? 


corespunzătoare, unde x, + x, +...+x„=1. Prin urmare, strategia mixtă poate 
. . e T . ni, 
fi identificată cu vectorul a (pie Xz- Xp ) eR™. Strategia pură i este o 


strategie mixtă particulară, notată e', în care componenta i este egală cu unu, 


iar toate celelalte componente sunt nule. 
Vom nota tradițional mulțimea de strategii mixte a jucătorului întâi 


X=fxeR": xta +. +x =l, x 20, sL: 


Ea reprezintă un poliedru convex (închis şi mărginit) cu m vârfuri 
e! e°,... e” ER”, numit simplex unitar. Vârfurile poliedrului X corespund 
strategiilor pure ale primului jucător şi de aceea X se numeşte extindere 
mixtă a mulțimii de strategii pure f, PAI m}. 

În mod analogic mulțimea de strategii mixte a jucătorului doi este 
simplexul unitar 
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Y=(yeR": pe Ya ++ = y; 20, j=in). 


Dacă jucătorii aplică strategiile mixte x, y, respectiv, câştigul într-o 
partidă aparte devine o variabilă aleatorie, valori ale căreia sunt elementele 
matricei A. Întrucât jucătorii iau decizii independent unul de altul, câştigul 
a; se va realiza cu probabilitatea x,y;, cu care se realizează şi situaţia (i, j). 


L 


Prin urmare, valoarea medie a câştigului este 
f(x,y)= XITAY =(x,Ay)=x"Ay. 
i=l j=l 
Jocul obţinut T = (X, Y, f (x.y)) se numeşte extensie mixtă a jocului 
matriceal Iį. Conform teoremei 1, acest joc posedă echilibru Nash în 


strategii mixte, adică jocul matriceal I, are soluţie în strategii mixte. Pentru 


Jocul matriceal (antagonist) acest rezultat poate fi obținut şi nemijlocit. 
Aplicând principiul maximin în jocul extins, vom defini mărimile: 
mini As 
a(x) = minx Ay, 


v, = max a (x) = max min x' Ay. 
xeX xeX yeY 


Într-adevăr, pentru x fixat a(x) este valoarea minimă a funcţiei x Ay, 
liniare în raport cu y pe simplexul Y. Mărimea a(x) se realizează în careva 
vârf e! e R" al simplexului Y : 


a(x) = min (x Ae', xIAe?,..., x"Ae"| = min {x"A,, DA XA, 


unde A, este coloana j a matricei A. Deci a(x) ca funcţie de x este liniară 
pe porțiuni, concavă şi, evident, continuă — ea îşi atinge valoarea maximă v, 
pe simplexul X: 


X, =fxeX: a(x)=v} 70. 
Astfel, v, este valoarea optimă a funcției obiectiv, iar X, mulțimea de soluții 
optime în problema: 


v= maxa(x) = max min (XA, XA, (6) 
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echivalentă cu problema de programare liniară: 


p(x,v)=v > max, 


în sensul că soluţiile optime ale problemelor (6) şi (6') coincid. 
În mod similar se arată că 


B(y)= max x' Ay = max (a, ya, y), 


xeX 


unde a, este linia i a matricei A, 


. . T 
= = A 
pai e RAN 


este valoarea minimă pe simplexul unitar Y a funcției continue convexe 
liniare pe porțiuni p(y ). Prin urmare, 


Y; =fyeY: p(y) =v,} +Ø, 
reprezintă mulțimea de soluții optime ale problemei: 
v=min (y) = min max (ay. ay, (7) 


echivalentă cu problema: 


y(y,v)=v > min, 


ay<v, i=l,m, ; 
(7) 


Ya +y, =l, 


y, Z0, i=l,n, 
în sensul că soluțiile optime ale problemelor (7) şi (7') coincid. 


Teorema 2 (Nash). Orice joc antagonist finit (joc matriceal) are 
soluţie în strategii mixte. 
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Demonstraţie. Vom demonstra că v, =v,. Într-adevăr, se observă (uşor 


de verificat) că problemele de optimizare liniară (6'), (7'), sunt reciproc 
duale. Conform teoremei fundamentale a dualității, problemele reciproc duale 
sau au concomitent soluţii optime şi valorile lor coincid, sau concomitent nu 
au soluţii. Pentru ca problemele reciproc duale să aibă soluţii optime este 
necesar şi suficient ca ambele probleme să aibă soluții admisibile. Deoarece 
variabila v în ambele probleme nu are restricție de semn, evident ca 
domeniile de soluţii admisibile ale ambelor probleme sunt nevide. Prin urmare 
ambele probleme au soluţii optime şi valorile optime ale funcţiilor obiectiv 
coincid, ceea ce înseamnă că valorile inferioară şi superioară ale jocului 
matriceal extins coincid. 


Din teoremele 1 şi 2 rezultă imediat că strategiile mixte x°, y°, sunt 
optime pentru primul şi al doilea jucător, respectiv, iar v, = (i, Ay”) este 
valoarea jocului T, în strategii mixte atunci şi numai atunci, când (x°.y°) 
este punct şa al funcției biliniare (x, Ay) pe XxY: 

(x Ay“ 4 (x°, Ay°)< (x°, Ay), vxeX, vyeY. 
(5") 
Prin urmare teorema 2 poate fi scrisă şi în felul următor: 

Teorema 2'. Pentru orice matrice A(mxn) funcția biliniară x" Ay 

admite punct şa pe produsul cartezian XxY al simplexelor unitare din R" 


şi R”, respectiv. 


De menţionat, relaţia ( 5") poate fi scrisă şi sub alte forme echivalente: 


1. (e, Ay”) < va S(x, Ay°)< (x, Aei), vei eR”, Ve eR”, 


sau 


(ay?) <v pa Ay) < (x, A. TE =],m, j =],n, 
unde a;, A j sunt linia i şi, respectiv, coloana j ale matricei A; 
2: max (a..y”) = min (XA): 
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3. Ca două inegalităţi vectoriale: 
Ay’ < v Íp, 
VAL, <A, 
unde Ip, I 


toate elementele cărora sunt egale cu 1. 


sunt vectori coloane de dimensiunile corespunzătoare, 


n? 


Aceste reprezentări stau la baza unor proceduri de determinare a 
soluţiilor jocului matriceal. 


8.6.4 Proprietăţi ale soluţiilor jocului antagonist finit 


Precum s-a menţionat deja, pentru jocul antagonist principiul rezultatului 
garantat (maximin-minimax) şi principiul echilibrului Nash sunt echivalente. 
Mai mult, respectând aceste principii, concomitent se realizează şi principiul 
simplu şi natural de dominare. Spre deosebire de primele două, ultimul este un 
principiu „de interzicere” şi poate fi formulat astfel: jucătorul nu va aplica cu 
probabilitate pozitivă strategiile pure dominate strict, de asemenea, el poate 
să nu aplice şi strategiile pure dominate nestrict. 

Fie ei o strategie pură a primului jucător, dominată de altă strategie x' 
sau echivalentă cu ea (x' + ef, adică x! 71). Relaţiile de dominare 


(x, Ay) > (ei, Ay), vyevY, 


revin la 


sau 


şi, deoarece x; #1, pot fi scrise în forma 


ru > Ap j=1n, 
sau 
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Aceste relaţii sunt toate inegalităţi stricte când x’ domină strict ei, nu toate 
sunt stricte când x'>ei şi sunt toate egalităţi dacă x'~ ei. Ultima expresie 


pentru relaţiile de dominare indică că strategia pură et este dominată (strict) 
de o altă strategie x' sau este echivalentă cu ea dacă şi numai dacă linia a, a 


matricei A este dominată (strict) pe componente de o combinaţie convexă a 
celorlalte linii a, k zi, din A sau este echivalentă cu aceasta. Vectorul X 


format cu coeficienţii acestei combinaţii convexe 


x, 


X: 0, k=1,m, k £i, 


= 


.=0,x%, = 
i k l-x' 


l 


reprezintă, de asemenea, o strategie a primului jucător şi X verifică aceleaşi 
relații de dominare a strategiei pure e' care au loc pentru x şi ei. În 
particular, e posibil că şi x' este o strategie pură, adică x'=e', Izi. Atunci şi 


= 1 . i A = . TA : i A = 
x=e', iar e'xe' înseamnă a; >a; j=l1l,n, relaţia e >ei înseamnă 


Pi Ra 1 i A o = GrZ 
a; >a,, j=1,n, e ~e' înseamnă aj =a,, j=l,n. 


Vom formula pentru primul jucător unele proprietăți ale strategiilor 
optime şi ale componentelor lor. Proprietăți similare posedă şi strategiile 
optime ale celuilalt jucător. 


Din relațiile de complementaritate (problemele (6) ; (7) ) juste pentru 


orice cuplu x", y”, de strategii optime ale jucătorilor: 


x? (ay), ) =0, i=l,m, 
(ea jm)o. = 
rezultă imediat 


Teorema 3. Fie v, valoarea jocului TA. Dacă x! este o strategie 


optimă a primului jucător şi componenta x >0, atunci 
0 i 0 0 0 
(a..y )= (e „Ay joi, Vy eY. 
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> LIRE 0 E; v g r 
Dacă pentru careva strategie optimă y a jucătorului doi avem (a,.y") < Vas 


atunci x? =0, Yx’ eX" — strategia pură è a primului jucător nu apare cu 
probabilitate pozitivă nici în una dintre strategiile optime ale primului 
jucător. 


Teorema 4. Dacă strategia pură © a primului jucător este dominată 
strict, atunci x? =0, Vx’ € X° — strategia pură è nu apare cu probabilitate 
pozitivă nici într-o strategie optimă a lui. 

Demonstraţie. Fie x>e', adică (x, Ay) > (ei, Ay), vyeY. Dacă 
admitem că pentru o strategie optimă x" componenta x? > 0, atunci 

(ei,Ay')=v,, Yy’ EY’, 
şi pentru x’ obținem 


(Ay) <v, = (x, Ay") = (ei, Ay), vy’ eY’, 


contradicție cu condiția X > e'. 


Teorema 5. Dacă strategia pură e a primului jucător este dominată 
nestrict de o altă strategie x' a lui sau este echivalentă cu ea, atunci există o 


. . LA A că 
asemenea strategie optimă x* în care x, =0. 


Demonstraţie. Fie x" o careva strategie optimă a primului jucător. 
Admitem x" >0, altfel ea este cea căutată. Vom obţine o nouă strategie 
optimă „redistribuind” probabilitatea x" altor strategii pure: 

Lă 


* E X REF A 
x, =0, x, =x? +—— x, k=l,m, kzi 


Li 


Se vede uşor că x* e X, deci 
(xt, Ay") <v, = (x°, Ay), yy’ cY’. 


În plus, pentru Yy’ e Y’ avem din relația de dominare 
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= (x°, Ay) =y 


Astfel, (x*, Ay’) =v, şi prin urmare x* este strategie optimă a primului 


jucător şi x; =0. 


Teoremele 3 — 5 pot fi aplicate la rezolvarea jocului I',. Conform 


teoremelor 4 — 5, din matricea A pot fi excluse consecutiv strategiile pure 
dominate ale jucătorilor (liniile şi coloanele dominate), iar dintre cele 
echivalente pot fi păstrate doar câte una. Strategiilor pure excluse li se prescrie 
probabilitate nulă. Procedura de excludere reduce dimensiunile matricei 
câştigurilor, obținându-se o matrice redusă A’. Jocul I, se rezolvă 
determinând şi probabilitățile optime cu care se vor aplica strategiile pure 
menținute în A”. Dacă se caută toată mulţimea de strategii optime X’ x Y°, 
atunci din A se vor exclude doar strategiile dominate strict. 


Remarcă. Se numeşte spectru al strategiei x° mulțimea de strategii 
pure care se aplică cu probabilitate pozitivă la realizarea strategiilor x" : 


Sp x (ie x >0). 


Evident, teoremele 3-5 pot fi reformulate echivalent folosind termenul 
„spectru ”. 


8.6.5 Rezolvarea jocului matriceal 


Pentru rezolvarea jocului matriceal I', poate fi propusă următoarea schemă: 


P1. Dacă matricea A posedă punct şa, atunci se determină ijọ a 


iojo 


soluția jocului în strategii pure. 
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P2. Dacă matricea A nu posedă punct şa, atunci se caută soluţia jocului 
T, în strategii mixte. In prealabil, din matricea A pot fi excluse 


consecutiv strategiile pure dominate (strict, slab) ale jucătorilor, iar 
dintre cele echivalente — păstrând doar câte una. Această procedură 
reduce dimensiunea jocului, dar permite rezolvarea lui, întrucât printre 
strategiile optime există nedominate. Dacă se caută mulțimile de 
strategii optime X,, Yọ, atunci vor fi excluse doar strategiile dominate 
strict — ele nu pot fi optime şi nu pot figura în careva strategie mixtă 
optimă cu probabilitate pozitivă. 

P3. Jocul cu matricea redusă A' se rezolvă printr-o metodă numerică 
exactă sau iterativă, determinând v}, =v, şi probabilitățile folosirii 
strategiilor incluse în A”; probabilitățile strategiilor reduse sunt nule. 


Reducerea la probleme de optimizare liniară 


Precum s-a menţionat mai sus, rezolvarea jocului I, se reduce la 
determinarea soluţiei cuplului dual de probleme de optimizare liniară 


(6), (7). 


Uneori e mai comod de scris aceste probleme într-o formă echivalentă. 


Remarcă. Din (5") se observă imediat că pentru matricele A(mxn) 


şi Ã=kA+C, unde k >0, iar C(mxn) este o matrice constantă (cu toate 


elementele egale cu c), mulțimile de strategii optime coincid, iar 
va =kv, +c. 


Prin urmare, putem considera fără a pierde din generalitate că 
a; > 0, Vi, j (altfel adunăm o constantă potrivită c>0 la toate elementele 
matricei A ), ceea ce implică v, > 0. 
De aceea în problemele de optimizare liniară (6'), (7'), putem 
considera că v>0 şi (6'), spre exemplu, poate fi scrisă prin introducerea unor 
Y; 


variabile noi é =% (şi n, = în (7): 
V V 
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p(€,v) =v — max, 


1< "A, j=l,n, 


; a A nu i 3 i ra ai „1 . 
iar maximizarea funcției v este echivalentă cu minimizarea funcției —, deci 
v 
definim (6'): 
é té, +...+č, > Min, 

T EIRE MTS 
E A, >1, j=l,n, 
é 20, i=]l,m, 

(6") 


Duala problemei ( 6”) este: 


N +t +... +7, > max, 


a <l, i=l,m, 


n, > 0, j=l,n. 
(7") 
Rezolvând ( 7”) prin metoda simplex, ultimul tabel simplex va conține explicit 
atât soluția problemei (7”), cât şi soluția problemei (6”). Prin transformări 
_ 1 
Eté katé 


optime ale problemelor (6), (7), adică strategiile optime în jocul matriceal 
extins. 


Subliniem că o bază în (6” ) sau în (7”) va conține cel mult min (m, n) 


inverse b X; =V; Y; =] se determină soluţiile 


coloane. 


Remarcă. Dacă se caută toate strategiile optime, atunci algoritmul 
simplex se va completa cu procedura determinării tuturor vârfurilor optime, 
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iar învelitoarea convexă a acestora va reprezenta mulțimea de strategii 
optime X, (sau Y,). 


Rezolvarea grafică 


Dacă inițial sau după reducere matricea jocului are una dintre dimensiuni 
egală cu 2, atunci jocul T, poate fi rezolvat grafic — se rezolvă grafic una 


dintre problemele de optimizare liniară şi anume: când m=2 se rezolvă (6') 
“A . 0 . A v A 
determinându-se v, şi x , iar când n=2 se rezolvă (7') determinându-se v, 


şi y’. Pentru a găsi strategia optimă y’ (sau x") a celuilalt jucător se folosesc 
relaţiile de complementaritate pentru cuplul dual: 


x? ((a,,y°)-v, )=0, i=1,m, 


y; ((A;,x°)-v,)=0, j=l. 


Exemplu. Se consideră jocul T, cu matricea: 


|1 2 3 4 
a 12234 
ET aln E 
3|2 3 L 3 


Strategia 2 a primului jucător domină strategia a treia — se exclude din A linia a treia. În 
matricea redusă strategia a doua a jucătorului doi domină strategia întâia — se exclude coloana 


întâia. Ca rezultat, se obţine matricea A’ în care strategiile jucătorilor sunt nedominate şi 
pentru care m = 2. 


2, 3 4 

A'= 1/2 3 -l 

2|3 2 6 

Se alcătuieşte problema (6') ; 
v —> max, 
2x + 3% > V, 
3x, + 2x, > v, 
=i + 6x, > v, 
X, + X = 1, 
x, 20, x, 20. 


Din ecuație se exprimă x, =1-x, şi se exclude din problemă variabila x,. Problema ia 


forma: 
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v — max, 


2x + 3(1-x) > v, 
3x + 2(1- x) > y, 
-x + 6(l-x) > v, 
0< x sl, 
sau, după simplificări: 
v —> max, 

Re e Do 33, 

=y + v S 2 

Tx +v < 6 


0<x sl. 
Problema are două variabile şi se rezolvă grafic (în 
cerculeţ, lângă dreaptă, e indicat numărul restricţie). 
_ 0 1 5 . = 0 0 
Găsim x, =—, V, =—, şicalculăm x, =1- x; =—. 
2 2 
Folosind relațiile de  complementaritate, 


determinăm componentele strategiei mixte optime y’ a 


jucătorului doi: 
2y, + 3y3 — y, =5/2, 
3y, +2y, +6y, =5/2. 


Evident, soluții ale sistemului cu o singură componentă pozitivă şi două nule nu există. Să 
căutăm soluția pentru care una dintre componente este numaidecât nulă (soluțiile admisibile 


7 1 
de bază). Dacă considerăm că y,=0, din ecuații se obține y,=— şi y, =—. Dacă 
8 8 


. . Ean . . . n" 1 
considerăm y, =0, obținem y, >1. In cazul când y,=0, din sistem se obține y, =—, 
i 2 


1 
y, =—. Astfel, jucătorul doi poate alege în calitate de strategie mixtă optimă orice 
=p 


combinație convexă a soluțiilor admisibile de bază y' şi y” ale sistemului de ecuații. 


In concluzie, soluția jocului este: 


5 ə [11 i | 11 ) | 7 -) 
Vie => = 1] 0,—,—,0 |+(1-ż)| 0,0,—,— |, żeļ0,1 
PD € 2 ) y 2 2 SFN 8'8 [0 


(componentele ce corespund strategiilor pure reduse sunt nule). 
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Metoda iterativă Robinson-Brown a „jocului fictiv” 

Jocul se soluţionează aproximativ printr-un procedeu iterativ care permite 
următoarea interpretare. Doi jucători joacă k partide cu matricea A|mx n]. 
Ei nu cunosc teoria jocurilor, dar au spirit de observaţie, au predilecție pentru 
statistică şi se autoinstruiesc în decursul iteraţiilor. 


În prima partidă jucătorii îşi aleg strategiile pure arbitrar. În fiecare 
dintre partidele următoare jucătorul 


1) presupune că adversarul va aplica aceiaşi strategie mixtă pe care el a 
observat-o la adversar în partidele deja jucate, 


2) alege strategia sa pură în partida curentă ca cea mai bună contra 
strategiei mixte observate de el la adversar. 
Astfel, după k partide primul jucător a numărat că adversarul a folosit 
strategia sa pură j în yi partide din cele k jucate (adică strategia j are 
k 
frecvența relativă 2 ), deci el a observat la adversar strategia mixtă: 


[A B In 
e E 


În partida k+1 primul jucător alege strategia sa i, — ca cea mai bună 


strategie contra strategiei mixte y“ a adversarului: 
; . — „k+l 
iai (ap Y") = max (a y“) =v", 


k+1 


şi v, va fi câştigul lui „ipotetic” în partida k +1. 

Al doilea jucător procedează în mod similar. 

Raționamentul conduce la următorul algoritm (Robinson-Brown) de 
rezolvare a jocului T4 

Notaţii: ei e R™ (ortul i )— strategia pură i a primului jucător; 


k ; pauni 3 
x eR” - strategia lui mixtă  „observată” de adversar după k 
partide; 


j k T p în pa fa 
P eR™, y e R” — strategiile corespunzătoare ale jucătorului doi; 
k k dei rm i EE ina ala Aaa dn 
Vi, V, — câştigurile „ipotetice ” ale jucătorilor în partida k. 


Valori inițiale: k =1, x'=e', y'=1', e>0 (dat). 
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Repeat 
Se determină strategiile pure ale jucătorilor pentru partida k şi câştigurile lor 
ipotetice în această partidă: 


: k-1 ; . k-1 
i, = arg max (a,, y i j, =argmin (Ax ) 
i=l,m j=1,n 
k k-1\. k k-1\. 
vi = (a,.y E v =(A >X J; 
Se recalculează strategiile mixte „observate” după k partide: 
k-1 x k-11 ka lL; 
k _ y“ 14e; y= y“ 14 ]*,; 
k k k k 
until [bi —v;| <£; 
ovito i i 
V = > X=X , Y=y. 


Tripletul v, x, y, reprezintă aproximaţia soluției jocului T. Pentru 


x“, y“, se verifică cu exactitatea £ relația din definiția punctului șa pentru 
jocul F. 


Este justă următoarea teoremă de convergență. 


Teoremă. Pentru a? Ip), lv), i), calculate de algoritm, au 
loc relaţiile: 

ÎI. viva, biv, când k >œ (valoarea jocului TA); 

2. şirurile de strategii fx"), Ip), au puncte-limită şi acestea sunt 


strategii mixte optime; 


k k k 
v; v =v i 

3. jo c2| 12, i=1,2; k=1,2,. 
VA vi +V, 


Metoda von Neumann 


Pentru jocul T, soluția verifică relațiile de definiție 
(ay?) < va, i=1,m, 
ga 03) 
(Ax Teiu j=l,n. 
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„Distanţa” strategiilor x, y, şi a numărului v de la soluţie poate fi evaluată 
prin „măsura” d cu care aceste mărimi „încalcă” condiţiile (*): 


d =p" fie + la] 
unde 
p; =(a.y)-v, p? =max(0,p,),  i=l,m, 
q; =v=(Apx), q; = max {0,4}, j=Ln. 


X Annalan ža 0 0 : 
Metoda calculează încălcările p, q , pentru a corecta consecutiv 
strategiile x, y, şi valoarea v, aşa încât să se obțină un şir de mărimi x“, y“, 
vf, k=1,2,... care să încalce tot mai puţin relaţiile (*). 


Notaţii: x, y, v — aproximaţia curentă a soluţiei jocului. 


Valori iniţiale: x, = A i=1,m, y= ESI i=l,n, 
m n 
1 m n 
di) 202) D = +0, E>Q (dat); 
Se calculează „ încălcările” şi normele pentru aproximaţia inițială: 
p; =(ay)-v, p; = max {0, p,}, i=1,m; 
q; =v-(A;x), q) =max {0,4}, j=1,n; 
2 2 2 2 
ô= pl. +a R" ? d = e"), +a R” i 
While |D-d|> e do 
begin 
Se calculează corecțiile U, W, Z, pentru X, y, v, respectiv: 
D=d; s1= Y pt: s2= Sa: 
i=1 j=l 


if S1>0 then u= pi else u=e' (vueX); 


if $2>0 then w=" else w=l' (vweY); 


Se construieşte o nouă aproximație: 


281 


x =(1-a)x+au; y=(l-a)y+aw;  v=(1l-a)v+az; 


Se calculează „încălcările ” şi normele pentru aproximaţia construită: 


p, = (a,y)-v, p? = max {0, p,}, i=1,m; 
q; =v=(Apx), q; =max {0,q,}, Jeli 
ô =le + alee d = ph ta. 


end; 


Teoremă. Șirul (d) al normelor „încălcărilor” (ce corespunde 
şirurilor fx"), Ip), li) este convergent: 


d* => 0, când k > œ, 


; a ; 
şi 0<d* <—, unde a=(m+n) max a, —mina, |. 


Nota bene. Metodele de rezolvare a jocului matriceal pot fi aplicate la 
rezolvarea jocurilor T=(X, Y, f (x.y)) antagoniste continue pe compacte 


în cazul când jocul nu este convex şi soluția lui trebuie căutată în strategii 
mixte. Jocul continuu T se discretizează: se consideră câte o acoperire 


uniformă de rază & (o rețea) x',x°,...,x™", în X şi ya y", în Y, iar T 
se aproximează cu jocul matriceal L,, unde A[mxn] are elementele 
a; =f (x',y'). Se rezolvă jocul T, determinând v, şi strategiile optime 
a’, B 0. Se demonstrează că dacă 5 — 0, atunci 
m n 
wn >w Jak >, JPP >, 
i=l j=1 


unde Š’, Şi, sunt strategii mixte conform cărora strategiile pure x,, Y; se 
realizează cu probabilitatea 1, iar X, Ş*, sunt strategii mixte optime în T. 
De exemplu, dacă X = [a,b] cR', atunci ï, este funcția-treaptă cu salt de la 
O la 1 în punctul x, numită funcția Heavyside. Altfel spus, cu soluția jocului 


matriceal obținut prin discretizare se construieşte o aproximație a soluției 
jocului continuu. Pentru orice € >Q se poate indica raza 6 >0 a rețelei încât 
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aproximația strategiilor garantează primului jucător un câştig nu mai mic 
decât v, —e, iar jucătorului doi — o pierdere nu mai mare decât v, +e (se 


spune că aproximaţiile strategiilor sunt € -optimale). 


8.7 Teoria deciziilor 


Intuitiv, prin problemă de luare a deciziilor se înţelege alegerea dintr-o 
mulțime admisibilă a unei decizii optime conform unui criteriu dat. Formal, ea 
poate fi scrisă ca problemă de optimizare: 


f (x) > max, x eX, (1) 


unde X este mulțimea deciziilor admisibile, f : X —>R este criteriul prin care 
se apreciază deciziile. Obiectivul poate fi de maximizare sau de minimizare a 
valorii criteriului. Majoritatea problemelor examinate în capitolele precedente 
se încadrează în asemenea tip de probleme. O caracteristică esențiala — 
problemele se cercetează în condiţii de certitudine (probleme deterministe), 
când se consideră că datele sunt cunoscute integral. În calitate de exemple 
tipice pot servi problemele de programare matematică. 

Trecerea în (1) la criterii vectoriale cere definirea noțiunii de optim 
(vezi problemele multicriteriale) şi din această perspectivă problemele de 
luare a deciziilor cu criterii vectoriale sunt mai complexe decât cele cu un 
criteriu. În problemele multicriteriale mulţimea admisibilă X se limitează la o 
submulțime de decizii (puncte) eficiente (optimale în sens Pareto) şi apoi cu 
ajutorul decidentului (factorului subiectiv) se alege din deciziile eficiente 
decizia finală. 

O generalizare pentru (1) sunt problemele în care pe mulțimea de 
decizii admisibile este definită o relație de preferinţă (criteriile pot fi nu numai 
numerice): 


f(x)> max, xe X, (2) 


unde max înseamnă maximizarea după relația de preferință Rc XxX 
R 


(relaţia de preferință poate fi nu numai binară, ci şi n-ară). În calitate de 
decizii optime se consideră, în general, deciziile dominante şi cele 
nedominate. În relația de preferință examinată adesea nu există decizia 
dominantă. Alegerea celei mai bune alternative cere însă construirea în baza 
relației existente a unei relații prin care să se poată ordona toate alternativele şi 
să se aleagă decizia dominantă. Evident, relaţia construită va fi subiectivă şi va 
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depinde de preferinţele persoanei care ia decizii. Cu asemenea probleme se 
ocupă programarea generalizată în relații de preferință. Ordonarea poate fi 
efectuată şi în baza funcţiilor de utilitate. În asemenea cazuri mai sunt utile şi 
metode speciale, în general euristice, cum sunt: PROMETHEE, ORESTE etc. 
O altă clasă de probleme de luare a deciziilor reprezintă cele în care 
valoarea criteriului nu depinde de decizia xeX numai a unui subiect, ci 
depinde şi de deciziile yeY ale altor subiecţi, cu interese, în general, 

diferite: 
f(x,y) —> max, xeă. (3) 


Problemele de tipul (3) sunt studiate în teoria jocurilor. 
Un caz special al problemelor de tipul (3) îl constituie: 


f (x,£)— max, xeX, (4) 


în care éc Y este o mărime aleatorie. In limbajul teoriei jocurilor (4) este 
problemă de alegere a strategiei optime într-un joc de doi jucători cu sumă 
nulă în care primul jucător este persoana care ia decizii, iar jucătorul doi este 
natura. 


Nota bene. Deoarece natura este un factor fără rațiune, la rezolvarea 
jocului nu se va utiliza noţiunea de dominare pentru strategiile naturii şi, prin 
urmare, strategiile ei dominate nu vor fi excluse — ele se vor realiza cu 
probabilitate pozitivă. 


Remarcă. Problema de luare a deciziilor poate să posede toate 
caracteristicile problemelor evidenţiate supra şi va reprezenta o problemă de 
alegere a strategiei optime într-un joc complex cu cel puţin trei jucători, 
dintre care unul este natura. 


Printre problemele de tipul (4) se disting: 
e probleme în condiţii de risc (probleme nedeterministe stohastice), în 
care este cunoscută funcţia de repartiție a variabilei aleatorii £; 


e probleme în condiţii de incertitudine (probleme nedeterministe 
nestohastice), în care nu este cunoscută legea de repartiție a variabilei 
aleatorii &, dar sunt cunoscute valorile posibile ale variabilei aleatorii. 


Factorul aleatoriu în problemele de luare a deciziilor în condiţii de 
risc transformă criteriul în mărime aleatorie, ceea ce înseamnă că nu e valabilă 
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abordarea tradițională a problemei şi criteriul trebuie modificat, fapt care 
conduce la examinarea unor criterii “statistice”: 


1. Media: MĪf(x,é)|; 


2. Media minus dispersia: MÍ f (x.£)] -kD|f (x, a unde k20 este 
o constantă care reflectă nivelul de neadoptare a riscului; 
3. Nivelul limită: se indică limitele admisibile: a<M|f(x,¢)] <b, 


a<M|t(x,£) |-kD|f (x) ]< 2, sau pentru alt criteriu; 


4. Cel mai probabil rezultat: dacă una dintre valorile posibile &, ale 
variabilei aleatorii & are probabilitatea de realizare cu mult mai mare 
decât a celorlalte valori, atunci se atribuie ģ=&ģ şi problema de 
decizie devine deterministă f (x, é) — max, X€ X, adică de tipul (1). 
Evident, aplicarea acestor criterii, precum şi a altora de acest tip, 


necesită o analiză minuțioasă a oportunității şi legitimității considerării lor în 
probleme de luare a deciziilor în condiții de risc. 


Exemplul 1. Se consideră că decidentul (primul jucător) are trei strategii (decizii) 
posibile, iar natura are patru, care se pot realiza cu probabilitățile p; =0,1; p, = 0,4; 


P, =0,3; p, =0,2. Matricea câştigurilor este: 


1 =3 21 
A=|1 5 4 0 
2 3 2 


Aplicăm criteriul mediei: 


1 -3 -2 1| M =1x0,1—-3x0,4-2x0,3+1x0,2=-—1,5 


1 5 4 0| M,=1x0,1+5x0,4+4x0,3+0x0,2=3,3 


2 3 2 2 | M,=2x0,1+3x0,4+2x0,3+2x0,2=2,4 


Deoarece media maximă se realizează pentru strategia a doua, cea mai bună strategie 
(conform acestui criteriu) va fi strategia a doua. 

Pentru a aplica criteriul „media minus dispersia” vom calcula pentru fiecare strategie 
a decidentului valoarea dispersiei după formula cunoscută: 


D, = D[f (x, £)]=M[£ Gl [f (x. £)]. 
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Deoarece media M[E (x.)] este deja calculată pentru fiecare strategie în tabelul de mai sus, 


t 2, 
să calculăm * ` M[r (5)] în baza tabelului: 


1 9 4 1| M =1x0,1+9x0,4+4x0,3+1x0,2=5,1 


1 
1 25 16 0 M, = 1x0,1+25x0,4+16x0,3+0x0,2 =14,9 


4 9 4 4| M, =4x0,1+9x0,4+4x0,3+4x0,2=6 


Aşadar, 


D, =M! -M° =5,1—(-1,5)” =5,1—2,25 = 2,85, 


M? =14,9- (3,3) =14,9 -10,89 = 4,01, 


= MM; =6-—(2,4)” =6-5,76 =0, 24. 


Să presupunem că decidentul alege nivelul de neacceptare a riscului k=1. Atunci: 


M,-KD, = -1,5 — 2,85 = —4,35, 


M, -KD, =3,3-4,01 = —0,71, 


M,-KD, =2,4-0,24 = 2,16. 


Prin urmare, conform criteriului „media minus dispersia”, cea mai bună strategie este a treia. 
Aplicarea celorlalte două criterii este evidentă. 


Problemele de luare a deciziilor în condiții de incertitudine se 
tratează ca probleme de alegere a strategiei optime în jocul de două persoane 
în care adversarii nu au numaidecât interese antagoniste. În asemenea 
probleme criteriile abordate sunt în mare parte subiective şi depind de 
persoana care ia decizii: 


1. Criteriul Laplace: în el se consideră că toate valorile variabilei é se 
realizează cu probabilități egale (se bazează pe principiul argumentării 
insuficiente — deoarece legea de repartiție nu e cunoscută, informația 
necesară pentru a conchide că probabilitățile sunt diferite nu există). 
Dacă se acceptă principiul argumentării insuficiente, atunci se alege 
decizia x*eX care realizează valoarea maximă a mediei 
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Æ = î i ă 
M[£ (x za max M| f (xé), în care é are lege uniformă de 
repartiție; 
Criteriul Wald (pesimist, maximin, al rezultatului garantat): se 
alege strategia x* e X pentru care min f (x*,¢) = max minf (x,¢); 


xeX <ceY 


Criteriul Savage: se introduce funcţia regretelor (în situația é nu s-a 
folosit cea mai bună strategie) 


r(x,č)=max f (x,¢)-f (xé), 
dacă f (x,€) este funcția câştigurilor, şi 

r(x.6)=£ (x,#)- min f(x,5), 
dacă f (x,€) este funcția pierderilor. Asupra funcţiei obținute se aplică 
criteriul minimax min maxr (x,¢) (Wald); 


Criteriul Hurwicz (pesimist-optimist): se alege strategia x* e X care 
realizează valoarea 


max [armin (x,¢)+(1-a)maxf (+8) 


xeX 


unde ae [0,1]. Când œ =1 avem criteriul maximin (al pesimismului 


extrem), iar când a=0 avem criteriul maximax (al optimismului 
extrem). Oricare altă valoare ae(0,1) stabileşte un anumit raport 
între pesimism şi optimism, corespunzător “caracterului” persoanei 
care ia decizii. 


Exemplul 2. Se consideră datele din exemplul 1 cu precizarea că nu se cunosc 


probabilitățile de realizare a strategiilor naturii. 


Aplicăm criteriul Laplace. Conform principiului argumentării insuficiente toate 


strategiile naturii au probabilităţi de realizare egale: 


Atunci: 


p, = 0,25; p, =0,25; p, =0,25; p, =0,25. 


| -3 -2 1l | M =1x0,25-3x0,25-2x0,25+1x0,25= -0,75 
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| 5 4 0 | M,=1x0,25+5x0,25+4x0,25+0x0,25=2,5 


2 3 2 2 Í M, =2x0,25+3x0,25+2x0,25+2x0,25 = 2,25 


Media maximă se realizează pentru strategia a doua. Conform criteriului Laplace cea mai 
bună strategie este a doua. Poate fi calculată “media minus dispersia”? conform aceluiaşi 
principiu al argumentării insuficiente. 

Conform criteriului maximin al lui Wald avem: 


1 -3 -2 1 min = —3 
5 4 0 min = 0 
2 3 2 2 min =2 


Strategia maximin este a treia. Ea realizează câştigul garantat 2. 

Conform criteriului lui Savage calculăm mai întâi matricea regretelor (fiecare 
element se înlocuieşte cu valoarea maximă din linie minus elementul însăşi), apoi calculăm 
conform criteriului lui Wald strategia minimax: 


0 4 3 0 max = 4 
4 0 1 5 max =5 
1 0 1 1 max = 


Strategia minimax este a treia. Ea realizează şi regretul minim |. 
Aplicăm criteriul lui Hurwicz: 


a =0,5 
1 -3 5 1 min = -3 max =1 (—3)x0,5+1x0,5=-1 


5 4 0 min =0 max =5 0x0,5+5x0,5=2,5 
2 3 2 2 min = 2 max =3 2x0,5+3x0,5=2,5 


Dacă decidentul nu e predispus nici spre pesimism şi nici spre optimism (a =0,5 ), atunci 
sunt două strategii optime — a doua şi a treia. Dacă decidentul e predispus spre optimism 


(a <0,5), optimă este strategia a doua. Dacă decidentul e predispus spre pesimism 


(a >0,5 ), optimă este strategia a treia. 


În concluzie, teoria deciziilor reprezintă o sinteză a diferitelor 
discipline ce studiază procese de luare a deciziilor în sisteme complexe. 
Printre compartimentele de baza ale teoriei pot fi enumerate: programarea 
matematică, teoria optimizării, teoria jocurilor, diverse compartimente ale 
cercetărilor operaționale ş.a.m.d. Disciplina e într-o continuă dezvoltare 
(“expansiune”), conformă cu diversitatea problemelor umane abordate. 
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De remarcat că au rămas neelucidate aici problemele foarte importante 
de organizare practică a luării deciziilor. 
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Concluzii asupra teoriei jocurilor 


„Mă informez” este o expresie banală cu semnificaţie uşor 
accesibilă oricui. Dar la origine „mă informez” înseamnă „intru în 
forma realităţii”. 

Lucian Blaga 


Cu fiecare cucerire omul descoperă că a fost înşelat de ea, 
atunci când foloseşte obiectul cucerit, deoarece a confundat căldura 
creaţiei cu plăcerea folosirii obiectului, care nu-i mai spune nimic. 

Antoine de Saint-Exupery 
Principiul de optimalitate aplicabil într-un joc concret este funcție de 
componentele lui şi de condiţiile de desfăşurare. 
Definirea completă a jocului cere nu numai forma normală, dar şi 
concretizarea exactă a altor componente şi condiţii de desfăşurare, cum sunt: 
e informația disponibilă fiecărui jucător (cunoaşte ori nu strategiile altor 
jucători, cunoaşte ori nu funcţiile de câştig ale altor jucători etc.); 
e contactul dintre jucători (nu există, comunică pentru încheierea unui 
acord, comunică pentru formarea coaliţiilor etc.); 
e modul de alegere concretă a strategiilor (independentă şi concomitent, 
ierarhică — în ordine stabilită etc.). 
Numai specificând caracteristicile enumerate poate fi ales în practică 
principiul de optimalitate şi căutată soluţia respectivă. 


Nr. | Principiul de | Informaţia disponibilă | Contactul Alegerea 

optimalitate jucătorului i jucătorilor concretă a 
strategiilor 
1. Echilibru ideal X,, fi. ( ), Există Prin acord 
x* — optimul global 

2. Echilibru în X. f ( ) — Independentă 
strategii ga i 
dominante că 


; X, — strategia 
(slab, strict) ! g 


dominantă 
(poate exclude strategiile 
dominate) 
3; Situație X f(x — Independentă 
maximin ( i că pd ( JA 
* 
X, — strategia maximin 
4. Echilibru X f£ (x — Independentă, 
complex | ice i «| ) SA fiecare jucător 


exclude în 
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x* — echilibrul 
complex, ştie că şi 
ceilalți 

jucători cu rațiune 
posedă aceeaşi 


runde succesive 
strategiile 
dominate atât 
proprii, cât şi 
ale celorlalți 


x* — echilibrul tare 


informaţie jucători 
5, Echilibru în X,, f, (x) f l. Încheierea Independentă 
sensul Nash acordului 
x* — echilibrul în referitor la 
sensul Nash x*. 
2. Urmărirea 
acțiunilor 
reciproce. 
6. Echilibru tare Determinarea | Prin cooperare 
{Xy A > (f (3) MIR echilibrului j 
x* 


Nota bene. Situațiile optime de tipurile 1 — 5 pot fi dominate de către 


alte situaţii — nu sunt numaidecât şi eficiente. 


Situaţiile optime de tipurile 1 — 3 soluţionează jocurile prin excluderea 
strategiilor neraţionale. 
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